
离散数学基础笔记（以模块划分）

模块 1：数论

一·基本概念

1.平凡因子；1和本身

真因子

2.带余除法：𝑎 = 𝑞𝑏 + 𝑟 (其中0 ≤ 𝑟 < |𝑏|)

3.最大公因子：gcd(𝑎, 𝑏)

最小公倍数：lcm(𝑎, 𝑏)

4.梅森素数：形如𝑀𝑛 = 2𝑛 − 1的素数

5.[𝑎]𝑚或[𝑎]以及𝑍𝑚：𝑎的模𝑚等价类，[𝑎]𝑚 = {𝑏 | 𝑏 ≡ 𝑎(mod 𝑚)}，整数集 Z在模 m下的商

集𝑍𝑚，例如𝑍5 = {[0], [1], [2], [3], [4]}

6.一次同余方程：𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚)，其中𝑎, 𝑏, 𝑚为整数，𝑚 > 0

7.a 的模 m逆元：𝑎−1，满足𝑎𝑎−1 ≡ 1(mod 𝑚)

8.欧拉函数：𝜑(𝑛)，表示小于等于 n且与 n互素的正整数个数，注意𝜑(1) = 1

9.-1 和 9 公因数有{1，-1}，最大公因数为 1，所以互质

二·公式定理

1.算术基本定理：设𝑎 > 1，则𝑎 = 𝑝𝑟1
1 𝑝𝑟2

2 …𝑝𝑟𝑘
𝑘 ，其中𝑝𝑘为互异的素数，𝑟𝑘为正整数，则不

考虑顺序时表示唯一

2.正因子个数：𝑑(𝑛) = (𝑟1 + 1)(𝑟2 + 1)…(𝑟𝑘 + 1)

3.有无穷多个素数：

lim
𝑛→∞

𝜋(𝑛)
𝑛

ln(𝑛)
= 1

或

𝜋(𝑛) ∼ 𝑛
ln(𝑛)

4.埃拉托色尼筛法：见例 2

5.辗转相除法（欧几里得算法）：gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑏, 𝑎 mod 𝑏)

6.贝祖定理：若𝑎, 𝑏不全为 0，则存在𝑥, 𝑦使得gcd(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦，其中𝑥, 𝑦为整数



7.a,b 互素的充要条件：存在整数 x，y使得𝑥𝑎 + 𝑦𝑏 = 1

8.模运算的性质：

• 若 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚), 𝑐 ≡ 𝑑(mod 𝑚)，则 𝑎 ± 𝑐 ≡ 𝑏 ± 𝑑(mod 𝑚), 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑(mod 𝑚), 𝑎𝑘 ≡
𝑏𝑘(mod 𝑚),其中 k为自然数

• 若 𝑑 ≥ 1，则 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚) ⇔ 𝑑𝑎 ≡ 𝑑𝑏(mod 𝑑𝑚)
• 若 gcd(𝑐, 𝑚) = 1，则 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚) ⇔ 𝑐𝑎 ≡ 𝑐𝑏(mod 𝑚)

9.一次同余方程：𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚)，其中𝑎, 𝑏, 𝑚为整数，𝑚 > 0，gcd(𝑎, 𝑚) = 1时有唯一解𝑥，
否则有解当且仅当gcd(𝑎, 𝑚)整除𝑏，此时解的个数为gcd(𝑎, 𝑚)

10.𝑎−1存在 ⇔ gcd(𝑎, 𝑚) = 1，且若存在则唯一（a的任意两个模 m逆都模 m同余）

11.若 n 的素因子分解式 𝑛 = 𝑝𝛼1
1 𝑝𝛼2

2 …𝑝𝛼𝑘
𝑘 ，则 𝜑(𝑛) = 𝑛(1 − 1

𝑝1
)(1 − 1

𝑝2
)…(1 − 1

𝑝𝑘
)

12.欧拉定理：若 gcd(𝑎, 𝑛) = 1，则 𝑎𝜑(𝑛) ≡ 1(mod 𝑛)

13.费马小定理（可视为欧拉定理在质数情况的推论）：

• 若 𝑝为素数，𝑎为整数，且 gcd(𝑎, 𝑝) = 1，则 𝑎𝑝−1 ≡ 1(mod 𝑝)
• 若 𝑝为素数，𝑎为整数，则 𝑎𝑝 ≡ 𝑎(mod 𝑝)

‣ 计算 𝑎−1 时的小推论：若 𝑝 为素数，则 𝑎−1 ≡ 𝑎𝑝−2(mod 𝑝)

三·精选例题

1.20!的二进制表示从最低位起有多少个连续的 0？

解：20! = 218 ∗ 38 ∗ 54 ∗ 72 ∗ 111 ∗ 131 ∗ 171 ∗ 191，所以有 18 个连续的 0。

2.求 100 以内的素数。

解：
√

100 = 10，10 以内素数：2，3，5，7，用他们删所有能被他们整除的数，剩下的就是

素数。

3.求 168,300 最大公因数，并表示成线性组合

解：168 = 23 ∗ 3 ∗ 7，300 = 22 ∗ 3 ∗ 52，所以gcd(168, 300) = 22 ∗ 3 = 12 而

300 = 168 + 132

168 = 132 + 36

132 = 36 ∗ 3 + 24

36 = 24 + 12

24 = 12 ∗ 2 + 0

则12 = 36 − 24 = 36 − (132 − 36 ∗ 3) = … = 9 ∗ 168 − 5 ∗ 300

4.3455的个位数是？

解： 法一：31 = 3，32 = 9，33 = 27，34 = 81，35 = 243，36 = 729，所以周期为 4，余数

为 3，所以个位数是 7。



法二：设为𝑥，则3455 ≡ 𝑥(mod 10)，又34 ≡ 1(mod 10)，则34∗113 ≡ 1113(mod 10)，又33 ≡
7(mod 10)，两式相乘可得3455 ≡ 7(mod 10)

5.解方程 8𝑥 ≡ 4(mod 6)

解：gcd(8, 6) = 2，整除 4，所以有 2解，取模 6等价类代表−2, −1, 0, 1, 2, 3，代入得𝑥的解

为2, −1，即 𝑥 ≡ 2(mod 6) 或 𝑥 ≡ −1(mod 6)

【错解】全部除以 2

四.课后习题

4.4 设 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 均为正整数，下列叙述是否正确？是，证明；否，给反例

(1)若 𝑎|𝑐, 𝑏|𝑐，则 𝑎𝑏|𝑐

(2)若 𝑎|𝑐, 𝑏|𝑑，则 𝑎𝑏|𝑐𝑑

(3)若 𝑎𝑏|𝑐，则 𝑎|𝑐

(4)若 𝑎|𝑏𝑐，则 𝑎|𝑏 或 𝑎|𝑐

解：

(1) 错误，反例：𝑎 = 4, 𝑏 = 6, 𝑐 = 12，则4|12, 6|12，但4 ∗ 6 = 24，所以不成立。

(2) 正确，设𝑐 = 𝑘1𝑎, 𝑑 = 𝑘2𝑏，则𝑐𝑑 = 𝑘1𝑘2𝑎𝑏，所以𝑎𝑏|𝑐𝑑

(3) 正确，设𝑐 = 𝑘𝑎𝑏，则𝑎|𝑐是显然的

(4) 错误，反例：𝑎 = 6, 𝑏 = 2, 𝑐 = 3，则6|2 ∗ 3 = 6成立，但6|2, 6|3都不成立。

4.16 证明：∀𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑍, gcd(𝑎, 𝑏) ≤ gcd(𝑥𝑎 + 𝑦𝑏, 𝑢𝑎 + 𝑣𝑏)

证：令 𝑑 = gcd(𝑎, 𝑏)

则 𝑑|𝑎且 𝑑|𝑏

则 𝑑|𝑎𝑥 + 𝑏𝑦且 𝑑|𝑎𝑢 + 𝑏𝑣

则 𝑑 为 𝑥𝑎 + 𝑦𝑏, 𝑢𝑎 + 𝑣𝑏 的公因子

故 𝑑 ≤ gcd(𝑥𝑎 + 𝑦𝑏, 𝑢𝑎 + 𝑣𝑏)，得证

4.34 下列叙述是否正确，是，证明之；否，举反例

(1)若 𝑎2 ≡ 𝑏2(mod 𝑚)，则 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚) 或 𝑎 ≡ −𝑏(mod 𝑚)

(2)若 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚)，则 𝑎2 ≡ 𝑏2(mod 𝑚)

(3)若 𝑎2 ≡ 𝑏2(mod 𝑚2)，则 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚)

(4)若 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚𝑛)，则 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚) 且 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑛)

(5)若 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚) 且 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑛)，则 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚𝑛)



解：

(1) 错误，反例：𝑎 = 10, 𝑏 = 2, 𝑚 = 24

(2) 正确，𝑎 − 𝑏 ≡ 0(mod 𝑚)，则 (𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏) ≡ 0(mod 𝑚)，得证

(3) 错误，反例：𝑎 = 5, 𝑏 = 3, 𝑚 = 4

(4) 正确，由于 𝑎 − 𝑏 = 𝑘𝑚𝑛，故 𝑎 − 𝑏 = 𝑘𝑚 ∨ 𝑎 − 𝑏 = 𝑘𝑛，得证

(5) 错误，反例：𝑎 = 5, 𝑏 = 1, 𝑚 = 4, 𝑛 = 2

4.35 解下列一次同余方程

(1) 9𝑥 ≡ 3(mod 6)

(2) 4𝑥 ≡ 3(mod 6)

(3) 3𝑥 ≡ −1(mod 5)

(4) 8𝑥 ≡ 2(mod 4)

(5) 20𝑥 ≡ 12(mod 8)

解：

(1) gcd(9, 6) = 3, 3|3，有 3解，取模 6等价类 −2, −1, 0, 1, 2, 3，代入得 𝑥 ≡ −1(mod 6) ∨
𝑥 ≡ 1(mod 6) ∨ 𝑥 ≡ 3(mod 6)

(2) gcd(4, 6) = 2, 2 ∤ 3，无解

(3) gcd(3, 5) = 1, 1| − 1，有 1解，取模 5等价类 −2, −1, 0, 1, 2，代入得 𝑥 ≡ −2(mod 5)

(4) gcd(8, 4) = 4, 4 ∤ 2，无解

(5) gcd(20, 8) = 4, 4|12，有 4解，取模 8等价类 −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4，代入得 𝑥 ≡
−3(mod 8) ∨ 𝑥 ≡ −1(mod 8) ∨ 𝑥 ≡ 1(mod 8) ∨ 𝑥 ≡ 3(mod 8)

4.37 对下列每一组 a,m,是否有 𝑎−1(mod 𝑚) ？

(1) 2, 3

(2) 8, 12

(3) 18, 7

(4) 12, 21

(5) 5, 9

(6) −1, 9

解：

(1) gcd(𝑎, 𝑚) = 1，是，3 是素数，由费马小定理的推论 2−1 ≡ 23−2 ≡ 2(mod 3)

(2) gcd(𝑎, 𝑚) = 4，不是

(3) gcd(𝑎, 𝑚) = 1，是，7 是素数，由费马小定理的推论 18−1 ≡ 185 ≡ 45 ≡ 2(mod 7)



(4) gcd(𝑎, 𝑚) = 3，不是

(5) gcd(𝑎, 𝑚) = 1，是，9 不是素数，即解 5𝑥 ≡ 1(mod 9)，则 5−1 ≡ 2(mod 9)

(6) gcd(𝑎, 𝑚) = 1，是，9 不是素数，即解 −𝑥 ≡ 1(mod 9)，则 (−1)−1 ≡ 8(mod 9)

4.45 用费马小定理计算下列各式

(1) 2325(mod 5)

(2) 3516(mod 7)

(3) 81003(mod 11)

解：

(1) 24 ≡ 1(mod 5), 2324 ≡ 1(mod 5), 2325 ≡ 2(mod 5)

(2) 36 ≡ 1(mod 7), 3516 ≡ 1(mod 7)

(3) 810 ≡ 1(mod 11), 81000 ≡ 1(mod 11), 81003 ≡ 83 ≡ 6(mod 11)

模块 2：图论

一·基本概念

1.无序积：设 A，B为任意两集合，则 {{𝑎, 𝑏}|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} 为 A，B 的无序积，记作 𝐴&𝐵
无序对{𝑎, 𝑏}也可记作(𝑎, 𝑏)，且允许𝑎 = 𝑏，并且任意 a,b，均有(𝑎, 𝑏) = (𝑏, 𝑎)，即𝐴&𝐵 =
𝐵&𝐴

2.无向图𝐺：是一个有序的二元组< 𝑉 , 𝐸 >，其中（1）𝑉 是一个非空有穷集（顶点集），其

元素称作顶点或结点（2）𝐸是无序积𝑉 &𝑉 的有穷多重子集（边集），元素称作无向边，简

称边

3.有向图𝐷：是一个有序的二元组< 𝑉 , 𝐸 >，其中（1）𝑉 是一个非空有穷集（顶点集），其

元素称作顶点或结点（2）𝐸是笛卡尔积𝑉 ∗ 𝑉 的有穷多重子集（边集），元素称作有向边，

简称边

4.图（𝐺）：无向图（𝐺）+有向图（𝐷），但有时专指无向图；𝑉 (𝐺), 𝐸(𝐺)分别表示𝐺的顶点

集和边集，|𝑉 (𝐺)|表示顶点数，其余类似

5.阶：|𝑉 (𝐺)| = 𝑛 ⟺ 𝑛阶图

6.零图：𝐸(𝐺) = 0，𝑛阶零图记作𝑁𝑛,𝑁1称作平凡图

7.空图（∅）：|𝑉 (𝐺)| = 0

8.标定图：用图形表示图时，如果给每一个顶点和每一条边指定一个符号（字母或数字，当

然字母还可以带下标）

9.基图：有向图的各条有向边改成无向边后所得到的无向图称作这个有向图的基图



10.关联： 设𝐺 = ⟨𝑉 , 𝐸⟩为无向图，𝑒𝑘 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝐸，称 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 为𝑒𝑘 的端点，𝑒𝑘 与𝑣𝑖（𝑣𝑗）

关联. 若𝑣𝑖 ≠ 𝑣𝑗，则 称 𝑒𝑘 与𝑣𝑖（𝑣𝑗）的关联次数为 1；若𝑣𝑖 = 𝑣𝑗，则称𝑒𝑘 与𝑣𝑖 的关联次数

为 2，并称𝑒𝑘 为环. 如果顶点𝑣𝑙不与边𝑒𝑘关联，那么称𝑒𝑘与𝑣𝑙的关联次数为 0

11.相邻：对无向图，若两个顶点之间有一条边连接，则称这两个顶点相邻. 若两条边至少

有一个公共端点，则称这两条边相邻；对有向图，若两个顶点之间有一条有向边，则称这两

个顶点相邻.若两条边中一条边的终点是另一条边的始点，则称这两条边相邻

12.设 𝐷 = ⟨𝑉 , 𝐸⟩为有向图，𝑒𝑘 = ⟨𝑣𝑖, 𝑣𝑗⟩ ∈ 𝐸，称 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 为𝑒𝑘 的端点，𝑣𝑖 为𝑒𝑘 的始点，

𝑣𝑗 为𝑒𝑘 的终点，并称 𝑒𝑘 与𝑣𝑖（𝑣𝑗）关联. 若𝑣𝑖 = 𝑣𝑗，则称𝑒𝑘 为𝐷中的环

13.孤立点：图（无向的或有向的）中没有边关联的顶点

14.邻域：设无向图𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >，对任意的𝑣 ∈ 𝑉 ，称𝑁𝐺(𝑣) = {𝑢|𝑢 ∈ 𝑉 , (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸, 𝑢 ≠ 𝑣}
为𝑣的邻域；称𝑁𝐺(𝑣) = 𝑁𝐺(𝑣) ∪ {𝑣}称为𝑣的闭邻域；称𝐼𝐺(𝑣) = {𝑒|𝑒 ∈ 𝐸, 𝑒与𝑣 相关联}为𝑣
的关联集

15.后继元集：设有向图𝐷 =< 𝑉 , 𝐸 >，任意𝑣 ∈ 𝑉 ，称Γ+
𝐷 (𝑣) = {𝑢|𝑢 ∈ 𝑉 , < 𝑣, 𝑢 >∈ 𝐸, 𝑢 ≠

𝑣}为𝑣的后继元集；称Γ−
𝐷 (𝑣) = {𝑢|𝑢 ∈ 𝑉 , < 𝑢, 𝑣 >∈ 𝐸, 𝑢 ≠ 𝑣}为𝑣的先驱元集；称𝑁𝐷(𝑣) =

Γ+
𝐷 (𝑣) ∪ Γ−

𝐷 (𝑣)为𝑣的邻域；称𝑁𝐷(𝑣) = 𝑁𝐷(𝑣) ∪ {𝑣}为𝑣的闭邻域

16.平行边：无向图中，若关联一对顶点的无向边多于 1条，则称这些边，平行边条数称为

重数；有向图中，还需要始点与终点相同，则称。含平行边的图称作多重图，既不含平行边

也不含环的图称作简单图。

17.子图：设𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >, 𝐺′ =< 𝑉 ′, 𝐸′ >为两个图（同为无向或有向），若𝑉 ′ ⊆ 𝑉 , 𝐸′ ⊆
𝐸，则有子图与母图，记作𝐺′ ⊆ 𝐺。类似的，有真子图。若𝑉 ′ = 𝑉 ，则有生成子图。设

𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >, 𝑉1 ⊂ 𝑉 , 𝑉1 ≠ ∅，称以𝑉1为顶点集，以𝐺中两个端点都在𝑉1中的边组成的边集

𝐸1的图为𝐺的𝑉1导出的子图，记作𝐺[𝑉1]；𝐸1导出的子图记作𝐺[𝐸1]，同理

18.设𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >为无向图。

（1）设𝑒 ∈ 𝐸，用𝐺 − 𝑒表示从𝐺中去掉边𝑒，称作删除边𝑒。又设𝐸′ ⊂ 𝐸，用𝐺 − 𝐸′表示删除

这些边

（2）设𝑣 ∈ 𝑉 ，用𝐺 − 𝑣表示从𝐺中去掉𝑣及所关联的一切边，称作删除顶点𝑣。又设𝑉 ′ ⊂ 𝑉 ，

从𝐺中删除𝑉 ′中所有的顶点，称作删除𝑉 ′

（3）设𝑒 = (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐺，用𝐺 \ 𝑒表示从𝐺中删除𝑒后，将𝑒的两个端点𝑢, 𝑣用一个新的顶点𝑤代

替，并使𝑤关联除了𝑒之外𝑢, 𝑣关联的所有边，称作边𝑒的收缩

（4）设𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 （𝑢, 𝑣可能相邻，也可能并不），用𝐺 ∪ (𝑢, 𝑣) ‖ 𝐺 + (𝑢, 𝑣)表示在𝑢, 𝑣之间加新

边

在收缩边和加新边过程中可能产生环和平行边.

19.设𝐺1 =< 𝑉1, 𝐸1 >, 𝐺2 =< 𝑉2, 𝐸2 >为不含孤立点的两个图（它们同为无向图或同为有向

图）

（1）称以𝑉1 ∪ 𝑉2为顶点集，以𝐸1 ∪ 𝐸2为边集的图为并图，记作𝐺1 ∪ 𝐺2 =< 𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸1 ∪
𝐸2 >
（2）称以𝐸1 − 𝐸2为边集，以𝐸1 − 𝐸2 中边关联的顶点组成的集合为顶点集的图为𝐺1与𝐺2的

差图，记作𝐺1 − 𝐺2



（3）称以𝐸1 ∩ 𝐸2为边集，以𝐸1 ∩ 𝐸2 中边关联的顶点组成的集合为顶点集的图为𝐺1与𝐺2的

交图，记作𝐺1 ∩ 𝐺2
（4）称以𝐸1 ⊕ 𝐸2为边集，以𝐸1 ⊕ 𝐸2中边关联的顶点组成的集合为顶点集的图为𝐺1与𝐺2的

环和，记作𝐺1 ⊕ 𝐺2
（5）环和即不交并集，𝐺1 ⊕ 𝐺2 = (𝐺1 ∪ 𝐺2) − (𝐺1 ∩ 𝐺2)
（6）若两个图顶点集不交，称这两个图不交；若边集不交，称作边不交

20.度数：设𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >，为无向图，任意𝑣 ∈ 𝑉 ，将𝑣作为边的端点的次数称作𝑣的度数，

简称为度，记作𝑑𝐺(𝑣)。在不产生混淆时亦可记作𝑑(𝑣)；设𝐷 =< 𝑉 , 𝐸 >为有向图，任意𝑣 ∈
𝑉 ，将𝑣作为边的始点的次数称为𝑣的出度，记作𝑑+

𝐷(𝑣)，简记作𝑑+(𝑣)；同理，有入度𝑑−
𝐷(𝑣)，

简单记作𝑑−(𝑣)，称𝑣的度数𝑑𝐷(𝑣) = 𝑑+(𝑣) + 𝑑−(𝑣)（或简单记作𝑑(𝑣)）

21.最大（小）度：在无向图𝐺中，令Δ(𝐺) = max{𝑑(𝑣)|𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺)}, 𝛿(𝐺) = min{𝑑(𝑣)|𝑣 ∈
𝑉 (𝐺)}，分别称作𝐺的最大度与最小度。类似的，有向图有

Δ(𝐷), 𝛿(𝐷), Δ+(𝐷), 𝛿+(𝐷), Δ−(𝐷), 𝛿−(𝐷)，如需简记，去掉(𝐷)即可

22.悬挂顶点（边）：度数为 1（与之关联）

奇（偶）度顶点：度数为奇数（偶数）

23.度数列：设𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >为一个𝑛阶无向图，𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, …, 𝑣𝑛}，称

𝑑(𝑣1), 𝑑(𝑣2), …, 𝑑(𝑣𝑛)；对于顶点标定的无向图，它的度数列唯一。反之，对于给定的非负整

数列𝑑 = (𝑑1, 𝑑2, …, 𝑑𝑛)，若存在以𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, …, 𝑣𝑛}为顶点集的𝑛阶无向图𝐺，使得𝑑(𝑣𝑖) =
𝑑𝑖, 𝑖 = 1, 2, …, 𝑛，则称𝑑是可图化的。特别的，若得到的图是简单图，则称可简单图化。对

有向图还有类似的出度列和入度列。

24.同构：设𝐺1 =< 𝑉1, 𝐸1 >, 𝐺2 =< 𝑉2, 𝐸2 >是两个无向图，若存在双射函数𝑓 : 𝑉1 →
𝑉2, 𝑠.𝑡.∀𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉1, (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝐸1 ⇔ (𝑓(𝑣𝑖), 𝑓(𝑣𝑗)) ∈ 𝐸2, (𝑣𝑖, 𝑣𝑗)和(𝑓(𝑣𝑖), 𝑓(𝑣𝑗))重数相同，则

称𝐺1与𝐺2同构，记作𝐺1 ≅ 𝐺2。对有向图还有类似的定义。

25.彼得松图：

至今还没有找到判断两个图是否同构的便于检查的充分必要条件。显然阶数相同、边数相

同、度 数列相同等都是必要条件，但都不是充分条件

26.完全图：设𝐺为𝑛阶无向简单图，𝑛 ≥ 1，若𝐺中每个顶点均与其余的𝑛 − 1个顶点相邻，

则称𝑛阶无向完全图，简称𝑛阶完全图，记作𝐾𝑛；同理有𝑛阶有向完全图；设𝐷为𝑛阶有向简

单图，若𝐷的基图为𝑛阶无向完全图𝐾𝑛，则称𝐷为𝑛阶竞赛图



易知，𝑛阶无向完全图，𝑛阶有向完全图，𝑛阶竞赛图的边数分别为𝑛(𝑛−1)
2 , 𝑛(𝑛 − 1), 𝑛(𝑛−1)

2

27.𝑘 −正则图：设𝐺为𝑛阶无向简单图，若∀𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺), 𝑑(𝑣) = 𝑘。
由握手定理可知，𝑛阶𝑘 −正则图中，边数𝑚 = 𝑘𝑛

2 ，因而当𝑘为奇数时，𝑛必为偶数

28.补图：设𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >为𝑛阶无向简单图，令𝐸 = {(𝑢, 𝑣)|𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑢 ≠ 𝑣, (𝑢, 𝑣) ∉ 𝐸}，称

𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >为𝐺的补图。若𝐺 ≅ 𝐺，则称𝐺为自补图

29.通路和回路：设𝐺为无向标定图，𝐺中顶点与边的交替序列Γ = 𝑣𝑖0
𝑒𝑗1

𝑣𝑖1
𝑒𝑗2

…𝑒𝑗𝑙
𝑣𝑖𝑙

称作

𝑣𝑖0
到𝑣𝑖𝑙

的通路，𝑣𝑖0
, 𝑣𝑖𝑙

分别称作Γ的始点和终点，Γ中边的条数称作长度。若有𝑣𝑖0
= 𝑣𝑖𝑙

，称

之为回路。若Γ的所有边互不相同，称为简单通路。若又有𝑣𝑖0
= 𝑣𝑖𝑙

，称为简单回路。若所

有顶点（除了𝑣𝑖0
, 𝑣𝑖𝑙

可能相同外）互不相同，所有边也互不相同，称作初级通路/路径。若

又有𝑣𝑖0
= 𝑣𝑖𝑙

，称为初级回路/圈。根据长度的奇偶性，又有奇圈和偶圈（简单无向图中，圈

的长度至少为 3）。若Γ中有边重复出现，则称Γ为复杂通路。若又有𝑣𝑖0
= 𝑣𝑖𝑙

 ，则称Γ为复

杂回路。有向图中情况是类似的，只是要注意有向边方向的一致性。在简单图中可以只用顶

点序列表示通路（回路）

30.长度相同的圈都是同构的，因此在同构意义下给定长度的圈只有一个.在标定图中，圈表

示成顶点和边的标记序列.只要两个标记序列不同，就认为这两个圈不同，称这两个圈在定

义意义下不同

31.连通：设无向图𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >，若𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 之间存在通路，则称𝑢, 𝑣是连通的，记作𝑢 ∼
𝑣。规定：∀𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑣 ∼ 𝑣。
连通图：若无向图𝐺是平凡图或𝐺中任何两个顶点都是连通的，则称连通图，否则非连通图。

32.设无向图𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >，𝑉𝑖是𝑉 关于顶点之间的连通关系的一个等价类，称导出子图

𝐺[𝑉𝑖]为𝐺的一个连通分支，𝐺的连通分支数记作𝑝(𝐺)。由定义，若𝐺为连通图，则𝑝(𝐺) = 1；
若为非连通图，则𝑝(𝐺) ≥ 2。在所有𝑛阶无向图中，𝑛阶零图是连通分支最多的，𝑝(𝑁𝑛) =
𝑛。

33.设𝑢, 𝑣为无向图𝐺中任意两个顶点，若𝑢 ∼ 𝑣，则称𝑢, 𝑣之间长度最短的通路为短程线，其

长度称为𝑢, 𝑣的距离，记作𝑑(𝑢, 𝑣)。当𝑢, 𝑣不连通时，规定𝑑(𝑢, 𝑣) = +∞

34.割：设无向图𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >，若存在𝑉 ′ ⊂ 𝑉 , 𝑠.𝑡.𝑝(𝐺 − 𝑉 ′) > 𝑝(𝐺),且对于∀𝑉 ″ ⊂ 𝑉 ′，

均有𝑝(𝐺 − 𝑉 ′) = 𝑝(𝐺)，则称𝑉 ′是𝐺的点割集。若𝑉 ′ = {𝑣}，则称𝑣为割点

设无向图𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >，若∃𝐸′ ⊆ 𝐸, 𝑠.𝑡.𝑝(𝐺 − 𝐸′) > 𝑝(𝐺)，且对于∀𝐸″ ⊂ 𝐸′, 𝑝(𝐺 − 𝐸″) =
𝑝(𝐺)，则称𝐸′是𝐺的边割集，或简称割集。若𝐸′ = {𝑒}，称为割边或桥

35.连通度：设𝐺为无向连通图且不是完全图，则称𝜅(𝐺) = min{|𝑉 ′||𝑉 ′为𝐺 的点割集}为𝐺
的点连通度，简称为连通度，𝜅(𝐺)有时简记为𝜅。当𝑛 ≥ 1时，规定完全图𝐾𝑛的点连通度为



𝑛 − 1，非连通图的点连通度为 0。又若𝜅(𝐺) ≥ 𝑘，称𝐺为𝑘 −连通图, 𝑘为自然数。若𝐺为𝑘 −
连通图, 𝑘 ≥ 1，则在𝐺中删除任何𝑘 − 1个顶点后，所得到的图一定还是连通的

同理，有边连通度𝜆(𝐺)或𝜆，𝑟 边-连通图。若𝐺为𝑟 边-连通图，则在𝐺中删除任何𝑟 − 1个边

后，所得到的图一定还是连通，𝐾𝑛边连通度为𝑛 − 1

36.可达：设𝐷 =< 𝑉 , 𝐸 >为一个有向图，∀𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉 ，若从𝑣𝑖到𝑣𝑗存在通路，则称𝑣𝑖可达

𝑣𝑗，记作𝑣𝑖 → 𝑣𝑗；规定𝑣𝑖 → 𝑣𝑖。若𝑣𝑖 → 𝑣𝑗且𝑣𝑗 → 𝑣𝑖，则称相互可达，记作𝑣𝑖 ↔ 𝑣𝑗

37.短程线：设有向图𝐷 =< 𝑉 , 𝐸 >, ∀𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉 ，若𝑣𝑖 → 𝑣𝑗，则称𝑣𝑖到𝑣𝑗最短通路为短程

线，短程线长度称为距离，记作𝑑 < 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 >，与𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)相比，除无对称性外，具有一切性

质

38.强，弱，单连通图：若有向图𝐷 =< 𝑉 , 𝐸 >的基图是连通图，称为弱连通图，简称连通

图。若∀𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉 , 𝑣𝑖 → 𝑣𝑗和𝑣𝑗 → 𝑣𝑖至少成立其一，则称单向连通图；若∀𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉 , 𝑣𝑖 ↔
𝑣𝑗，则称强连通图

39.极大路径：设𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >为𝑛阶无向图，Γ为一条路径。若Γ始点和终点都不与Γ外的顶

点相邻，则称Γ为一条极大路径。

扩大路径法（在涉及路径和圈的构造性证明中常用的方法）：任给一条路径，如果它的始点

或终点与路径外的某个顶点相邻，就把它延伸到这个顶点。继续这一过程，直到最后不能向

外延伸为止，最后总能得到一条极大路径。

40.二部图：设无向图𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >，若能将𝑉 划分为𝑉1, 𝑉2（即𝑉1 ∪ 𝑉2 = 𝑉 , 𝑉1 ∩ 𝑉2 =
∅, 𝑉1 ≠ ∅, 𝑉2 ≠ ∅），使得𝐺中的每条边的两个端点都是一个属于𝑉1，一个属于𝑉2，则称为二部

图（或二分图，偶图），称𝑉1, 𝑉2为互补顶点子集，记作𝐺 =< 𝑉1, 𝑉2, 𝐸 >。又若是简单二部

图，𝑉1中每个顶点均与𝑉2中的所有顶点相邻，则称为完全二部图，即为𝐾𝑟,𝑠，其中𝑟 =
|𝑉1|, 𝑠 = |𝑉2|。𝑁𝑛(𝑛 ≥ 2)为二部图。

41.有向图关联矩阵：设𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >为𝑛阶𝑚边无向图，𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, …, 𝑣𝑛}, 𝐸 =
{𝑒1, 𝑒2, …, 𝑒𝑚}，定义𝑛 × 𝑚矩阵𝑀(𝐺) = (𝑚𝑖𝑗)，其中𝑚𝑖𝑗为𝑣𝑖与𝑒𝑗关联次数，称𝑀(𝐺)为𝐺的

关联矩阵。

42.无向图关联矩阵：设𝐷 =< 𝑉 , 𝐸 >为𝑛阶𝑚边有向图，无环，𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, …, 𝑣𝑛}, 𝐸 =
{𝑒1, 𝑒2, …, 𝑒𝑚}，定义𝑛 × 𝑚矩阵𝑀(𝐷) = (𝑚𝑖𝑗)，其中𝑚𝑖𝑗 = 1，若𝑣𝑖为𝑒𝑗的始点；𝑚𝑖𝑗 = −1，
若𝑣𝑖为𝑒𝑗的终点；𝑚𝑖𝑗 = 0，𝑣𝑖, 𝑒𝑗不关联，称𝑀(𝐷)为𝐷的关联矩阵

43.有向图的邻接矩阵：设𝐷 =< 𝑉 , 𝐸 >为𝑛阶有向图，𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, …, 𝑣𝑛}，令𝑎(1)
𝑖𝑗 为顶点𝑣𝑖

邻接到𝑣𝑗的边数，定义𝑛 × 𝑛矩阵𝐴(𝐷) = (𝑎(1)
𝑖𝑗 )，称𝐴(𝐷)为𝐷的邻接矩阵

44.可达矩阵：设𝐷 =< 𝑉 , 𝐸 >为𝑛阶有向图，𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, …, 𝑣𝑛}，令𝑝𝑖𝑗 = 1，若𝑣𝑖 → 𝑣𝑗；

𝑟𝑖𝑗 = 0，否则。定义𝑛 × 𝑛矩阵𝑃(𝐷) = (𝑝𝑖𝑗)𝑛×𝑛
，称𝑃(𝐷)为𝐷的可达矩阵。

45.只要计算出𝐵𝑛−1，由𝐵𝑛−1的元素𝑏(𝑛−1)
𝑖𝑗 是否为 0，即可判定𝑣𝑖 → 𝑣𝑗是否成立，从而写出

可达矩阵𝑃(𝐷)；不过𝑝𝑖𝑖 ≡ 1，与𝐵𝑛−1无关

46.对无向图可以同样定义邻接矩阵和可达矩阵，实际上只要将无向图的每条边改成两条反

向有向边即可。定理 13 及推论仍然成立。与有向图的区别是，无向图的邻接矩阵和可达矩

阵都是对称的

47.欧拉通路：通过图中所有边恰好一次且一次行遍所有顶点的通路；

欧拉回路：通过图中所有边恰好一次且一次行遍所有顶点的回路；



欧拉图：含有欧拉回路的图；

半欧拉图：含有欧拉通路但不含有欧拉回路的图

48.规定平凡图是欧拉图

49.

二·公式定理

1.握手定理：在任何无向图中，所有顶点度数之和等于边数的 2倍；在任何有向图中，所有

顶点的度数之和等于边数的 2倍，所有顶点的入度之和等于所有顶点的出度之和，都等于边

数

【推论】：任何图中，奇度顶点个数是偶数

证：设图𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >，令𝑉1 = {𝑣|𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑑(𝑣)为奇数}，𝑉2 = {𝑣|𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑑(𝑣)为偶数}，则

𝑉1 ∪ 𝑉2 = 𝑉 , 𝑉1 ∩ 𝑉2 = ∅。由握手定理，2𝑚 = ∑𝑣∈𝑉 𝑑(𝑣)，那么由于偶+（）=偶，奇∗（）=

偶，故|𝑉1|必为偶数。

2.非负整数列𝑑 = (𝑑1, 𝑑2, …, 𝑑𝑛)可图化⇔ ∑𝑛
𝑖=1 𝑑𝑖为偶数

证：由握手定理，⇒显然；对于⇐，由已知可知，𝑑中有2𝑘个奇数，其中0 ≤ 𝑘 ≤ [𝑛
2 ]。不妨

设它们为𝑑1, 𝑑2, …, 𝑑𝑘, …, 𝑑2𝑘。如下构造以𝑑为度数列的𝑛阶无向图𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >: 𝑉 =
{𝑣1, 𝑣2, …, 𝑣𝑛}，在点𝑣𝑟, 𝑣𝑟+𝑘之间连边，𝑟 = 1, 2, …, 𝑘。若𝑑𝑖为偶数，令𝑑′

𝑖 = 𝑑𝑖；若𝑑𝑖为奇数，

令𝑑′
𝑖 = 𝑑𝑖 − 1，得𝑑′ = (𝑑′

1, 𝑑′
2, …, 𝑑′

𝑛)，则𝑑′
𝑖均为偶数。再在𝑣𝑖处画

𝑑′
𝑖

2 条环，𝑖 = 1, 2, …, 𝑛。这

就证明了𝑑是可图化的。

3.设𝐺为任意𝑛阶无向简单图，则Δ(𝐺) ≤ 𝑛 − 1。

4.在𝑛阶图𝐺中，若从顶点𝑢到𝑣存在通路，且𝑢 ≠ 𝑣，则从𝑢到𝑣存在长度≤ 𝑛 − 1的初级通路

证：设Γ = 𝑣𝑖0
𝑒𝑗1

𝑣𝑖1
𝑒𝑗2

…𝑒𝑗𝑙
𝑣𝑖𝑙

, 𝑣0 = 𝑢, 𝑣𝑙 = 𝑣。若𝑙 ≤ 𝑛 − 1，成立；若𝑙 > 𝑛 − 1，此时Γ上顶

点数大于𝐺，于是必存在𝑣𝑠 = 𝑣𝑘，那么我们删除这个回路，递归操作有限步后，必得到𝑙 ≤
𝑛 − 1

5.在𝑛阶图𝐺中，若存在𝑣到自身的回路，则一定存在𝑣到自身长度≤ 𝑛的回路

【推论】：在𝑛阶图𝐺中，若存在𝑣到自身的简单回路，则一定存在𝑣到自身长度≤ 𝑛的初级回路

6.∀无向图𝐺，有𝜅(𝐺) ≤ 𝜆(𝐺) ≤ 𝛿(𝐺)

7.强连通图的判定定理：有向图𝐷 =< 𝑉 , 𝐸 >是强连通图⇔𝐷中存在经过每个顶点至少一次

的回路

证：⇐显然；对于⇒，设𝑉 = {𝑣1, 𝑣2…𝑣𝑛}，由𝐷的强连通性，𝑣𝑖 → 𝑣𝑖+1, 𝑖 = 1 ∼ 𝑛 − 1。设

Γ𝑖为𝑣𝑖到𝑣𝑖+1的通路，𝑖 = 1, 2…𝑛 − 1。又因为𝑣𝑛 → 𝑣1，设Γ𝑛为𝑣𝑛到𝑣1的通路。于是，依次连

接Γ1 ∼ Γ𝑛，所得到回路经过𝐷中每个顶点至少一次

8.单向连通图的判定定理：有向图𝐷 =< 𝑉 , 𝐸 >是单向连通图 ⇔𝐷 中存在经过每个顶点至

少一次的通路

9.二部图的判定定理：设𝑛 ≥ 2，则𝑛阶无向图𝐺是二部图 ⇔ 𝐺中无奇圈



证：⇒:若𝐺中无圈，成立；若有圈，设其一为𝐶，下证𝐶是偶圈。令𝐶 = 𝑣𝑖1
𝑣𝑖2

…𝑣𝑖𝑙
𝑣𝑖1

, 𝑙 ≥
2，不妨设𝑣𝑖1

∈ 𝑉 ，则让他们依次交替属于𝑉1, 𝑉2, 𝑣𝑖𝑙
∈ 𝑉2，因而𝑙为偶数，得证

⇐:不妨设𝐺为连通图，否则可以对每个连通分支讨论，孤立点可以根据需要分属𝑉1, 𝑉2。设

𝑣0为𝐺中任一顶点，令𝑉1 = {𝑣|𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺), 𝑑(𝑣0, 𝑣)为偶数}, 𝑉2 = {𝑣|𝑣 ∈
𝑉 (𝐺), 𝑑(𝑣0, 𝑣)为奇数}，易知，𝑉1 ∪ 𝑉2 = 𝑉 , 𝑉1 ∩ 𝑉2 = ∅, 𝑉1 ≠ ∅, 𝑉2 ≠ ∅，故只需证𝑉1中任意

两顶点不相邻，𝑉2中任意两顶点也不相邻。若∃𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉1相邻，令𝑒 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗)，设𝑣0到𝑣𝑖, 𝑣𝑗
短程线各为Γ𝑖, Γ𝑗, 𝑑(𝑣0, 𝑣𝑖), 𝑑(𝑣0, 𝑣𝑗)都是偶数，于是Γ𝑖, Γ𝑗, 𝑒构成一条长度为奇数的回路。这

条回路可能是一条复杂回路，可以分解成若干由Γ𝑖, Γ𝑗共有的边构成的回路（实际上是每条边

重复一次的路径）和由Γ𝑖, Γ𝑗不共有的边及𝑒构成的圈。由Γ𝑖, Γ𝑗共有的边构成的回路长度为偶

数，故在由Γ𝑖, Γ𝑗不共有的边及𝑒构成的圈中一定有奇圈，这与已知矛盾。类似可证𝑉2，得证

𝐺为二部图。

10.𝑀(𝐺)的性质：

•（1）∑𝑛
𝑖=1 𝑚𝑖𝑗 = 2

•（2）∑𝑚
𝑗=1 𝑚𝑖𝑗 = 𝑑(𝑣𝑖), 𝑖 = 1, 2, …, 𝑛

•（3）∑𝑛
𝑖=1 𝑑(𝑣𝑖) = ∑𝑛

𝑖=1 ∑𝑚
𝑗=1 𝑚𝑖𝑗 = ∑𝑚

𝑗=1 ∑𝑛
𝑖=1 𝑚𝑖𝑗 = 2𝑚

•（4）第𝑗列和第𝑘列相同⇔边𝑒𝑗, 𝑒𝑘是平行边

•（5）𝑀(𝐺)中某行全为 0⇔该行对应的顶点是孤立点

11.𝑀(𝐷)的性质：

•（1）每一列恰有一个 1和一个-1，其余元素均为 0

•（2）第𝑖行中 1的个数为𝑣𝑖的出度，-1 的个数为𝑣𝑖的入度

•（3）平行边所对应的列相同

12.𝐴(𝐷)的性质：

•（1）∑𝑛
𝑗=1 𝑎(1)

𝑖𝑗 = 𝑑+(𝑣), ∑𝑛
𝑖=1 𝑎(1)

𝑖𝑗 = 𝑑−(𝑣)
•（2）∑𝑛

𝑖=1 ∑𝑛
𝑗=1 𝑎(1)

𝑖𝑗 = ∑𝑛
𝑖=1 𝑑+(𝑣𝑖) = ∑𝑛

𝑖=1 𝑑−(𝑣𝑖) = 𝑚

13.设𝐴为有向图𝐷的邻接矩阵，𝐷的顶点集𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, …, 𝑣𝑛}，则𝐴𝑙中元素𝑎(𝑙)
𝑖𝑗 为𝐷中𝑣𝑖到𝑣𝑗

的长为𝑙的通路数,其中𝑎(𝑙)
𝑖𝑖  为𝑣𝑖出发的长为𝑙的回路数,∑𝑛

𝑖=1 ∑𝑛
𝑗=1 𝑎(𝑙)

𝑖𝑗  为𝐷中所有顶点出发的

长为𝑙的通路数，其中∑𝑛
𝑖=1 𝑎(𝑙)

𝑖𝑖 为所有顶点出发的长为𝑙的回路数

证：只需证明𝑎(𝑙)
𝑖𝑗 为𝑣𝑖到𝑣𝑗的长为𝑙的通路数。用数学归纳法证：

• 当𝑙 = 1时，显然成立；

• 假设当𝑙 = 𝑘时结论成立，即𝑎(𝑘)
𝑖𝑗 为𝑣𝑖到𝑣𝑗的长为𝑘的通路数.

• 考虑𝑙 = 𝑘 + 1时的情况，有𝑎(𝑘+1)
𝑖𝑗 = ∑𝑛

𝑟=1 𝑎(𝑘)
𝑖𝑟 𝑎(1)

𝑟𝑗 ，由假设知𝑎(𝑘)
𝑖𝑟 为𝑣𝑖到𝑣𝑟的长为𝑘的通路

数，𝑎(1)
𝑟𝑗 为𝑣𝑟到𝑣𝑗的长为 1的通路数，于是𝑎(𝑘+1)

𝑖𝑗 为𝑣𝑖到𝑣𝑗的长为𝑘 + 1的通路数，得证

【推论】设𝑙 ≥ 1, 𝐵𝑙 = 𝐴 + 𝐴2 + … + 𝐴𝑙，则𝐵𝑙中元素之和为𝐷中所有顶点出发的长不超过𝑙的
通路数；∑𝑛

𝑖=1 𝑏(𝑙)
𝑖𝑖 为所有顶点出发的长不超过𝑙的回路数

14.无向图𝐺是欧拉图⇔ 𝐺为连通图且所有顶点均为偶度

证：⇒：因为𝐺为欧拉图，故存在欧拉回路，设其中任一条为𝐶，∀𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉 , 𝑣𝑖, 𝑣𝑗都在𝐶
上，因而二者连通，故为连通图。又∀𝑣𝑖 ∈ 𝑉 , 𝑣𝑖在𝐶上每出现一次获得 2度，故无奇度顶点，

得证

⇐：边数𝑚 ≥ 1，对𝑚做归纳证明：

• 当𝑚 = 1时，𝐺只能是一个环，显然成立；

• 假设当𝑚 = 𝑘(𝑘 ≥ 1)时结论成立；𝛿(𝐺) ≥ 2，可以证明𝐺中必含圈，设𝐶为其一，删除𝐶的

边，得到子图𝐺′，则𝐺′中每个顶点度数均为偶数，𝐺′的每个连通分支均为欧拉图，由归



纳假设，𝐺′中每个连通分支均含有欧拉回路。将这些欧拉回路与𝐶连接起来，便得到𝐺的

欧拉回路，得证

15.无向图𝐺是半欧拉图 ⇔ 𝐺为连通图且恰有两个奇度顶点

证：⇒：因为𝐺为半欧拉图，故存在欧拉通路，设其中任一条为𝑃 = 𝑣𝑖0
𝑒𝑗1

𝑣𝑖1
𝑒𝑗2

…𝑒𝑗𝑙
𝑣𝑖𝑙

, 𝑙 ≥
1，则𝑣𝑖0

, 𝑣𝑖𝑙
均在𝑃上，因而二者连通，∀𝑣 ∈ {𝑣𝑖0 ∼ 𝑣𝑖𝑙}, 𝑣在𝑃上，因而𝑣, 𝑣𝑖0

连通，𝑣, 𝑣𝑖𝑙
连

通，故为连通图。又𝑣𝑖0
, 𝑣𝑖𝑙

在𝑃上各出现一次获得 1度，其余顶点在𝑃上每出现一次获得 2

度，故𝑣𝑖0
, 𝑣𝑖𝑙

为奇度顶点，其余顶点均为偶度顶点，得证

⇐：设俩奇度顶点为𝑢0, 𝑣0，对𝐺加新边(𝑢0, 𝑣0), 𝐺′ = 𝐺 ∪ (𝑢0, 𝑣0)，则𝐺′连通且无奇度顶点，

故为欧拉图，由定理 14，𝐺′中存在欧拉回路，去掉(𝑢0, 𝑣0)，便得到𝐺的欧拉通路，得证

16.

三·精选例题

1.（1）给定无向图𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >，其中𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} 𝐸 =
{(𝑣1, 𝑣1), (𝑣1, 𝑣2), (𝑣2, 𝑣3), (𝑣2, 𝑣3), (𝑣2, 𝑣5), (𝑣1, 𝑣5), (𝑣4, 𝑣5)}

（2）给定有向图𝐷 =< 𝑉 , 𝐸 >，其中𝑉 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} 𝐸 = {< 𝑎, 𝑎 >, < 𝑎, 𝑏 >, < 𝑎, 𝑏 >, <
𝑎, 𝑑 >, < 𝑑, 𝑐 >, < 𝑐, 𝑑 >, < 𝑐, 𝑏 >}

画出𝐺, 𝐷的图形

解：

2.判断下列非负整数列哪些可图化，哪些可简单图化？

（1）(5, 5, 4, 4, 2, 1)

（2）(5, 4, 3, 2, 2)

（3）(3, 3, 3, 1)

（4）(𝑑1, 𝑑2, …, 𝑑𝑛), 𝑑1 > 𝑑2 > … > 𝑑𝑛 ≥ 1且∑𝑛
𝑖=1 𝑑𝑖为偶数

（5）(4,4,3,3,2,2)

解：



（1）否

（2）可图化；否；因为假设可，由定理 4Δ(𝐺) ≤ 5 − 1 = 4，而原列最大度是 5

（3）可图化；否；因为假设可，设𝐺 =< 𝑉 , 𝐸 >以(3, 3, 3, 1)为度数列，不妨设𝑉 =
{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}, 𝑑(𝑣1) = 𝑑(𝑣2) = 𝑑(𝑣3) = 3, 𝑑(𝑣4) = 1，由于𝑑(𝑣4) = 1，因而𝑣4只能与𝑣1, 𝑣2, 𝑣3
之一相邻，不妨设与𝑣1相邻，于是𝑣2只能与𝑣1, 𝑣3相邻，𝑣3只能与𝑣1, 𝑣2相邻，不可能有 3度，

故不可

（4）可图化；否；因为假设可，由定理 4Δ(𝐺) ≤ 𝑛 − 1，而𝑑1 ≥ 𝑛，故不可简单图化

（5）可图化；可，举一例即可

3.（1）画出 4阶 3条边的所有非同构的无向简单图

（2）画出 3阶 2条边的所有非同构的有向简单图

解：

（1）由握手定理，∑4
𝑖=1 = 𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 + 𝑑4 = 3 × 2 = 6, Δ(𝐺) ≤ 3，于是所求无向简单图

的 度数列应满足的条件是，将 6分成 4个非负整数，每个整数均大于等于 0且小于等于 3，

并且奇数的个数为偶数，只有下面 3种情况：(𝑎)3, 1, 1, 1(𝑏)2, 2, 1, 1(𝑐)2, 2, 2, 0

（2）由握手定理可知，所画有向简单图各顶点度数之和为 4，最大出 度和最大入度均小于

等于 2. 度数列及入度出度列为：(𝑎)度数列 1,2,1 : (𝑎.1)入度列为 0,1,1，出度列为 1,1,0

(𝑎.2)入度列为 0,2,0，出度列为 1,0,1(𝑎.3)入度列为 1,0,1，出度列为 0,2,0 (𝑏)度数列为

2,2,0，入度列为 1,1,0，出度列为 1,1,0

4.无向完全图𝐾3的顶点依次标定为𝑎, 𝑏, 𝑐，在定义意义下有多少个不同的圈？

解：在同构意义下，𝐾3中只有一个长为 3的圈.但在定义意义下，不同起点（终点）的圈是

不同的，顶点间排列顺序不同的圈也看成是不同的，因而𝐾3中有6(3!
2 )个不同的长度为 3的

圈：abca,acba,bacb,bcab,cabc,cbac.如果只考虑起点（终点）的差异，而不考虑顺时针和

逆时针的差异，应该有 3种不同的圈，当然它们的长度都是 3

5.一个农夫带着一条狗，一只羊和一筐白菜来到河的南岸。河边有一条小船，小船一次只能

运载农夫和他带的一样东西（狗、羊或白菜）。而在农夫不在场的情况下，狗和羊，羊和白

菜不能放在一起，因为狗要咬羊，羊会吃白 菜.问：农夫怎样才能把他的 3样东西安全地运

到河对岸?至少需要来回几次?

解：用顶点表示可能的状况。例如，（人狗羊菜，∅）表示人狗羊菜都在南岸，北岸什么也没

有；（人羊，狗菜）表示人羊在南岸，狗菜在北岸。两个顶点之间有一条边当且仅当一次摆

渡使表示的一种状态变成另一种状态。

不难看出两条短程线长度都是 7。



6.求下列各图的𝜅, 𝜆，并指出各是几连通图及几边-连通图，最后分别排序。

解：

𝜅1 = 4, 𝜆1 = 4，1, 2, 3, 4 −连通图，1,2,3,4边-连通图
𝜅2 = 3, 𝜆2 = 3，1, 2, 3 −连通图，1,2,3边-连通图
𝜅3 = 2, 𝜆3 = 2，1, 2 −连通图，1,2边-连通图
𝜅4 = 1, 𝜆4 = 1，1 −连通图，1边-连通图
𝜅5 = 1, 𝜆5 = 2，1 −连通图，1,2边-连通图
𝜅6 = 2, 𝜆6 = 2，1, 2 −连通图，1,2边-连通图
𝜅7 = 0, 𝜆7 = 0，0 −连通图，0边-连通图
𝜅8 = 0, 𝜆8 = 0，0 −连通图，0边-连通图
点连通程度：𝑎 > 𝑏 > 𝑐 = 𝑓 > 𝑑 = 𝑒 > 𝑔 = ℎ
边连通程度：𝑎 > 𝑏 > 𝑐 = 𝑒 = 𝑓 > 𝑑 > 𝑔 = ℎ

7.（1）给出𝜅 = 𝜆 = 𝛿的无向简单图

（2）给出𝜅 < 𝜆 < 𝛿的无向简单图

解：

（1）𝐾𝑛, 𝑁𝑛

（2）在两个𝐾𝑛, 𝑛 ≥ 4之间放置一个顶点𝑣，并连接𝑣与每一个𝐾𝑛的两个顶点，则𝜅 = 1, 𝜆 =

2; 𝛿 = {
3 if 𝑛=4

4 if 𝑛≥5

8.设𝐺为𝑛(≥ 4)阶无向简单图，𝛿(𝐺) ≥ 3，证明𝐺中存在长度≥ 4的圈

证：



四.课后习题

5.4（1）写出（a）中𝑣1的邻域，闭邻域𝑁(𝑣1), 𝑁(𝑣1)

（2）写出（b）中𝑢1的先驱元集Γ−(𝑢1)，后继元集Γ+(𝑢1)，邻域𝑁(𝑢1)，闭邻 域𝑁(𝑢1)

解：（1）𝑁(𝑣1) = {𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}, 𝑁(𝑣1) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}

（2）Γ−(𝑢1) = {𝑢3, 𝑢4}, Γ+(𝑢1) = {𝑢2, 𝑢3}, 𝑁(𝑢1) = {𝑢2, 𝑢3, 𝑢4}, 𝑁(𝑢1) = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4}

5.7 已知有向图𝐷的度数列(2, 3, 2, 3)，出度列(1, 2, 1, 1)，求𝐷的入度列及

Δ(𝐷), 𝛿(𝐷), Δ+(𝐷), 𝛿+(𝐷), Δ−(𝐷), 𝛿−(𝐷)

解：入度列为(1, 1, 1, 2)Δ(𝐷) = 3, 𝛿(𝐷) = 2, Δ+(𝐷) = 2, 𝛿+(𝐷) = 1, Δ−(𝐷) = 2, 𝛿−(𝐷) = 1

5.15 下列各数列中哪些是可简单图化的，试给出两个非同构的简单图

（1）(2, 3, 3, 5, 5, 6, 6)

（2）(1, 1, 2, 2, 3, 3, 5, 5)

（3）(2, 2, 2, 2, 3, 3)

解：



（1）不可；两个 6度顶点只能与其余 5个顶点相邻，此时 2度顶点只能与两个 6度顶点相

邻，5度顶点只能与两个 6度顶点和三个 3度顶点相邻，3度顶点只能与两个 6度顶点和一

个 5度顶点相邻，矛盾

（2）可；

1 1

5 5

3 3

2 2  

1 1

5 5

3 3

2 2

（3）可；

2 2

3 3

2 2  

2 3

3 2

2 2

5.21 无向图𝐺如图所示

（1）求𝐺的全部点割集和边割集，并指出其中的割点和桥（割边）

（2）求𝐺的点连通度𝜅(𝐺)和边连通度𝜆(𝐺)

解：

（1）点割集：{𝑑}, {𝑎, 𝑐}
边割集：{𝑒5}, {𝑒1, 𝑒2}, {𝑒1, 𝑒3}, {𝑒1, 𝑒4}, {𝑒2, 𝑒3}, {𝑒2, 𝑒4}, {𝑒3, 𝑒4}
割点：𝑑 桥：𝑒5

（2）𝜅(𝐺) = 1 ，𝜆(𝐺) = 1

5.43 有向图𝐷如图所示。

（1）𝐷中有多少种非同构的圈，简单回路？

（2）求𝑎到𝑑的短程线和距离𝑑 < 𝑎, 𝑑 >
（3）求𝑑到𝑎的短程线和距离𝑑 < 𝑑, 𝑎 >
（4）判断𝐷是哪类连通图

（5）对𝐷的基图求解（1）（2）（3）



解：（1）2（长度为：d->e，3：b→a→e→b、b→d→e→b）；

3：d→e→d；b→a→e→b；b→d→e→b

（2）𝑎 → 𝑒 → 𝑑, 𝑑 = 2
（3）𝑑 → 𝑒 → 𝑏 → 𝑎, 𝑑 = 3
（4）单向，弱

（5）非同构圈类型：

• 长度 2（由多重边构成），

• 长度 3（三角形），

• 长度 4（四边形），

• 长度 5（五边形）。

简单回路总数：

• 2-圈 1 个：(𝑑, 𝑒, 𝑑)，
• 三角形 3 个：{𝑎, 𝑏, 𝑒}, {𝑏, 𝑑, 𝑒}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}，
• 四边形 2 个：{𝑎, 𝑏, 𝑑, 𝑒}, {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}，
• 五边形 1 个：{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}。

a 到 d 的最短路及距离：a–e–d 与 a–b–d，距离 2。

d 到 a 的最短路及距离：d–e–a 与 d–b–a，距离 2。

5.50 设𝐺是𝑛阶𝑚条边的无向连通图，证明：𝑚 ≥ 𝑛 − 1

证：

• i).当𝑛 = 1时，𝑚 = 0 = 𝑛 − 1，成立；当𝑛 = 2时，𝑚 ≥ 1 = 𝑛 − 1，成立

• ii).假设当𝑛 = 𝑘时，结论成立，即𝑘阶连通图𝐺中𝑚 ≥ 𝑘 − 1，现证当𝑛 = 𝑘 + 1时结论也

成立。设𝐺为𝑘 + 1阶连通图，边数为𝑚，去掉𝐺中一个顶点𝑣，得到图𝐺 − 𝑣，则有以下两

种情况：

‣ (1)𝐺 − 𝑣仍然是连通图，则由假设知𝐺 − 𝑣边数𝑚′ ≥ 𝑘 − 1，因为𝐺连通，𝑣在𝐺中至少

与 1个顶点相连，即𝑑(𝑣) ≥ 1𝑚 = 𝑚′ + 𝑑(𝑣) ≥ 𝑘 = (𝑘 + 1) − 1，结论成立

‣ (2)𝐺′变成非连通图，则𝐺′有𝑡个连通分支𝐺1, 𝐺2, …, 𝐺𝑡，设第𝑖个分量顶点数为𝑛𝑖, (𝑛1 +
𝑛2 + … + 𝑛𝑡) = 𝑘；边数为𝑚𝑖，每个分量是连通的，按照归纳假设𝑚𝑖 ≥ 𝑛𝑖 − 1，故𝑚′ =
∑𝑡

𝑖=1 𝑚𝑖 ≥ ∑𝑡
𝑖=1(𝑛𝑖 − 1) = 𝑘 − 𝑡。另一方面，为使𝐺在加入𝑣后整体连通，𝑣至少与每个

分量的一个顶点相连，即𝑑(𝑣) ≥ 𝑡，因此𝑚 = 𝑚′ + 𝑑(𝑣) ≥ 𝑘 − 𝑡 + 𝑡 = 𝑘 = (𝑘 + 1) − 1



• 结论成立

模块 3：集合论

一·基本概念

1.集合：把一些事物汇集到一起组成一 个整体

2.表示方法：列举法，描述法

3.三要素：确定性，互异性，无序性

4.规定：∀ 集合𝐴, 𝐴 ∉ 𝐴
理发师悖论：构造𝑆 = {𝑥|𝑥 ∉ 𝑥}，那么𝐴 ∈ 𝐴?

5.集合间的关系：子集，相等，空集

6.空集的性质：是一切集合的子集，是唯一的

7.m 元子集：含有 n 个元素的集合简称为 n 元集 ，其含有 m (≤n) 个元素的子集称作它

的 m 元子集

8.幂集：设𝐴为集合，称𝐴的全体子集构成集合，记作𝑃(𝐴)或2𝐴

9.全集：在一个具体问题中，若所涉及集合都是某个集合的子集，称

10.集合运算：∪ ∩
补集：𝐴 − 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝐵}
∪𝑛

𝑖=1 𝐴𝑖, ∩𝑛
𝑖=1 𝐴𝑖

11.对称差：𝐴 ⊕ 𝐵 = (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴) = (𝐴 ∪ 𝐵) − (𝐴 ∩ 𝐵)

12.绝对补：∼ 𝐴 = 𝐸 − 𝐴 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐸 ∧ 𝑥 ∉ 𝐴}

13.集族：集合构成的集合，𝒜
广义并：∪ 𝒜 = {𝑥|∃𝐴 ∈ 𝒜, 𝑠.𝑡.𝑥 ∈ 𝐴} 若𝒜 = {𝐴1, 𝐴2, …, 𝐴𝑛}, ∪ 𝒜 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … ∪ 𝐴𝑛
广义交：∩ 𝒜 = {𝑥|∀𝐴 ∈ 𝒜, 𝑥 ∈ 𝐴} 若𝒜 = {𝐴1, 𝐴2, …, 𝐴𝑛}, ∩ 𝒜 = 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ … ∩ 𝐴𝑛
∪ 𝒜 = {𝑥 ∈ 𝐸|∃𝐴 ∈ 𝒜, 𝑠.𝑡.𝑥 ∈ 𝐴} = ∅
∩ 𝒜 = {𝑥 ∈ 𝐸|∀𝐴 ∈ 𝒜, 𝑥 ∈ 𝐴} = 𝐸

14.集合运算优先顺序：绝对补，幂集，广义并/交优先

16.有穷集的计数

• 韦恩图

17.有序对：由两个元素 x和 y（允许 x=y）按照一定顺序排列成的二元组称作一个有序对或

序偶，记作⟨x,y⟩，其中 x是它的第一元素，y是它的第二元素

18.笛卡尔积：设 A,B 为集合，用 A中元素为第一元素，B中元素为第二元素构成有序对，

所有这样的有序对组成的集合称作 A和 B的笛卡儿积，记作 A×B

19.二元关系：若一集合满足以下条件之一：



•（1）集合非空，且它的元素都是有序对；

•（2）集合是空集

那么称该集合为一个二元关系，记作 R.二元关系也可简称为关系.对于二元关系 R，若⟨x,y⟩
∈R，则记作 xRy； 若⟨x,y⟩∉R，则记作 x/Ry

设 A,B 为集合，A×B的任何子集所定义的二元关系称作从 A到 B的二元关系，特别当 A=B

时称 作 A上的二元关系

大小为 n的集合上有2𝑛2
个不同的二元关系

20.空关系：对于任何集合 A，空集∅是 A×A的子集，称作 A上的空关系

全域关系：𝐸𝐴 = {< 𝑥, 𝑦 > |𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐴} = 𝐴 × 𝐴
恒等关系：𝐼𝐴 = {< 𝑥, 𝑥 > |𝑥 ∈ 𝐴}

22.关系矩阵：设𝐴 = {𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛}，𝑅是𝐴上的关系。∀𝑖, 𝑗 = 1, 2…𝑛，令𝑟𝑖𝑗 = {1   𝑥𝑖𝑅𝑥𝑗
0   否则 ,

则𝑅的关系矩阵𝑀𝑅 = (𝑟𝑖𝑗) =
(
((
(

𝑟11
𝑟21

⋮
𝑟𝑛1

𝑟12
𝑟22

⋮
𝑟𝑛2

…
…
⋱
…

𝑟1𝑛
𝑟2𝑛

⋮
𝑟𝑛𝑛)

))
)

23.关系图：设𝐴 = {𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛}，𝑅是𝐴上的关系，𝑅的关系图，记作𝐺𝑅，如下构造：𝐺𝑅
有𝑛个顶点𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛，若< 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 >∈ 𝑅，那么在𝐺𝑅中就有一条从𝑥𝑖到𝑥𝑗的有向边

24.设𝑅是二元关系

• 定义域（𝑑𝑜𝑚𝑅）：𝑅中所有有序对的第一元素构成的集合

• 值域（𝑟𝑎𝑛𝑅）：𝑅中所有有序对的第二元素构成的集合

• 域（𝑓𝑙𝑑𝑅 = 𝑑𝑜𝑚𝑅 ∪ 𝑟𝑎𝑛𝑅）

25.逆关系：𝑅−1 = {< 𝑥, 𝑦 > | < 𝑦, 𝑥 >∈ 𝑅}

26.复合：𝐹⚬𝐺 = {< 𝑥, 𝑧 >, ∃𝑦, 𝑠.𝑡. < 𝑥, 𝑦 >∈ 𝐹, < 𝑦, 𝑧 >∈ 𝐺}

27.限制和像：

• 𝑅在𝐴上的限制，𝑅 ↾ 𝐴 = {< 𝑥, 𝑦 > | < 𝑥, 𝑦 >∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝐴}
• 𝐴在𝑅下的像：𝑅[𝐴] = 𝑟𝑎𝑛(𝑅 ↾ 𝐴)

28.本节所定义的关系运算中逆运算优先于其他运算，而所有的关系运算都优先于集合运算，

对于没有规定优先权的 运算以括号决定运算顺序。

28.关系的幂运算：设𝑅为𝐴上的关系，𝑛为自然数，则𝑅的𝑛次幂𝑅𝑛定义为

• 𝑅0 = {< 𝑥, 𝑥 > |𝑥 ∈ 𝐴} = 𝐼𝐴
• 𝑅𝑛+1 = 𝑅𝑛⚬𝑅

29.幂运算计算方法：



• 集合表达式：右复合运算

• 关系矩阵：矩阵乘法（逻辑加）

• 关系图：算 n步可达图

30.（反）自反关系：设𝑟是𝐴上的关系

• 自反关系：∀𝑥 ∈ 𝐴, < 𝑥, 𝑥 >∈ 𝑅
• 反自反关系：∀𝑥 ∈ 𝐴, < 𝑥, 𝑥 >∉ 𝑅

31.（反）对称关系：

• 对称关系：∀ < 𝑥, 𝑦 >∈ 𝑅, < 𝑦, 𝑥 >∈ 𝑅
• 反对称关系：< 𝑥, 𝑦 >∈ 𝑅 ∧ < 𝑦, 𝑥 >∈ 𝑅 ⇒ 𝑥 = 𝑦
• 例如，A上的全域关系𝐸𝐴、恒等关系𝐼𝐴和空关系∅都是 A上的对称关系.而恒等关系𝐼𝐴和

空关系∅也是 A的上反对称关系，但全域关系𝐸𝐴一般不是 A上的反对称关系，除非 A为单

元集或空集

32.传递关系：设𝑅为𝐴上的关系，若当< 𝑥, 𝑦 >∈ 𝑅 ∧ < 𝑦, 𝑧 >∈ 𝑅,必有< 𝑥, 𝑧 >∈ 𝑅，则称

𝑅为𝐴上的传递关系

33.设𝑅是非空集合𝐴上的关系，𝑅的自反（对称/传递）闭包是𝐴上的关系𝑅′，使得𝑅′满足

以下条件：

• (1)𝑅′自反（对称/传递）

• (2)𝑅 ⊆ 𝑅′

• (3)对𝐴上任何包含𝑅的自反（对称/传递）关系𝑅″, 𝑅′ ⊆ 𝑅″

一般将𝑅的自反，对称，传递闭包分别记作𝑟(𝑅), 𝑠(𝑅), 𝑡(𝑅)

34.在关系矩阵上构造闭包：

• (1)𝑀𝑟 = 𝑀 + 𝐼
• (2)𝑀𝑠 = 𝑀 + 𝑀𝑇

• (3)𝑀𝑡 = 𝑀 + 𝑀2 + …

35.在关系图上构造闭包：

• (1)自反：给每个顶点加环

• (2)对称：给每条边加方向相反的边

• (3)传递：按路径补边（只需考虑不大于顶点个数长度的路径）

36.闭包运算能保持自反性、对称性，但对称闭包不一 定保持传递性

37.构造满足三个特性的闭包：传递闭包运算必须放在对称闭包之后，𝑡𝑠𝑟(𝑅) = 𝑡(𝑠(𝑟(𝑅)))

38.等价关系：设𝑅为非空集合𝐴上的关系，若𝑅是自反，对称，和传递的，则称𝑅为𝐴上的

等价关系。设𝑅是一个等价关系，若< 𝑥, 𝑦 >∈ 𝑅，则称𝑥 ∼ 𝑦

39.等价类：设𝑅为非空集合𝐴上的等价关系，∀𝑥 ∈ 𝐴, [𝑥]𝑅 = {𝑦|𝑦 ∈ 𝐴, < 𝑥, 𝑦 >∈ 𝑅}称[𝑥]𝑅
为𝑥关于𝑅的等价类，简称为𝑥的等价类，简记为[𝑥]/𝑥

40.商集：设𝑅为非空集合𝐴上的等价关系，以𝑅的所有等价类作为元素的集合称为𝐴关于𝑅
的商集，记作𝐴/𝑅 = {[𝑥]𝑅|𝑥 ∈ 𝐴}

41.划分：设𝐴为非空集合，若𝐴的子集族𝜋 ⊆ 𝑃(𝐴)满足以下条件：

• (1)∅ ∉ 𝜋
• (2)∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝜋,若𝑋 ≠ 𝑌 ，则𝑋 ∩ 𝑌 = ∅
• (3)∪ 𝜋 = 𝐴



则称𝜋是𝐴的一个划分，称𝜋中的元素为𝐴的划分块

42.每个商集是一个划分

43.等价关系与划分一一对应

44.n 元集有多少个等价关系？𝐵𝑛+1 = ∑𝑛
𝑘=0 𝐶𝑘

𝑛𝐵𝑘, 𝐵0 = 𝐵1 = 1, 𝐵2 = 2, 𝐵3 = 5, 𝐵4 =
15, 𝐵5 = 52

45.偏序关系：设𝑅为非空集合𝐴上的关系，若𝑅是自反，反对称，传递的，称𝑅为𝐴上的。

记作≼。若< 𝑥, 𝑦 >∈≼，则记作𝑥 ≼ 𝑦，读作𝑥 ≤ 𝑦

46.∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,定义

• (1)𝑥 ≺ 𝑦,若𝑥 ≼ 𝑦 ∧ 𝑥 ≠ 𝑦
• (2)𝑥, 𝑦是可比的，若𝑥 ≼ 𝑦 ∨ 𝑦 ≼ 𝑥

47.全序关系：设𝑅为非空集合𝐴上的偏序关系，若∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥, 𝑦都是可比的，称𝑅为𝐴上的

∼

48.偏序集：< 𝐴, ≼>

49.哈斯图：表示偏序关系的有向图，若 x≺y，则将 x画在 y的下方. 对 于 A 中的两个不同

元素 x和 y，如果 y覆盖 x，就用一条线段连接 x和 y.

50.覆盖：设< 𝐴, ≼>为偏序集，∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,若𝑥 ≺ 𝑦 ∧ ∄𝑧 ∈ 𝐴, 𝑠.𝑡.𝑥 ≺ 𝑧 ≺ 𝑦，则称𝑦覆盖𝑥

51.偏序集中的特殊元素:设< 𝐴, ≼>为偏序集，𝐵 ⊆ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵
• (1)若对任意𝑥 ∈ 𝐵，均有𝑦 ≼ 𝑥，则称𝑦为𝐵的最小元

• (2)若对任意𝑥 ∈ 𝐵，均有𝑥 ≼ 𝑦，则称𝑦为𝐵的最大元

• (3)若对任意𝑥 ∈ 𝐵，当𝑥 ≼ 𝑦，必有𝑥 = 𝑦,则称𝑦为𝐵的极小元

• (4)若对任意𝑥 ∈ 𝐵，当𝑦 ≼ 𝑥，必有𝑥 = 𝑦,则称𝑦为𝐵的极大元



52.哈斯图中的孤立顶点既是极小元，也是极大元

53.设< 𝐴, ≼>为偏序集，𝐵 ⊆ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐴
• (1)若对任意𝑥 ∈ 𝐵, 𝑥 ≼ 𝑦，则称𝑦为𝐵的上界

• (2)若对任意𝑥 ∈ 𝐵, 𝑦 ≼ 𝑥，则称𝑦为𝐵的下界

• (3)令𝐶 = {𝑦|𝑦为𝐵的上界}，称𝐶的最小元为上确界

• (4)令𝐷 = {𝑦|𝑦为𝐵的下界}，称𝐷的最大元为下确界

54.函数的定义与性质：设𝐹为二元关系，若∀𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚𝐹，∃!𝑦 ∈ 𝑟𝑎𝑛𝐹 , 𝑠.𝑡.𝑥𝐹𝑦，则称𝐹为函

数。对于函数𝐹,若有𝑥𝐹𝑦,则记作𝑦 = 𝐹(𝑥)，并称𝑦为𝐹在𝑥的值

55.设𝐹, 𝐺为函数，若𝐹 ⊆ 𝐺 ∧ 𝐺 ⊆ 𝐹，那么称函数𝐹, 𝐺相等，记作𝐹 = 𝐺

56.所有从𝐴到𝐵的函数的集合记作𝐵𝐴,读作 B上 A，即𝐵𝐴 = {𝑓|𝑓 : 𝐴 → 𝐵}

57.函数的像和原像：设𝑓 : 𝐴 → 𝐵, 𝐴1 ⊆ 𝐴, 𝐵1 ⊆ 𝐵
• (1)令𝑓(𝐴1) = {𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ 𝐴1}，称𝑓(𝐴1)为𝐴1在𝑓下的像。特别的，当𝐴1 = 𝐴时称𝑓(𝐴)为

函数的像

• (2)令𝑓−1(𝐵1) = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵1}，称𝑓−1(𝐵1)为𝐵1在𝑓下的原像

58.设𝑓 : 𝐴 → 𝐵
• (1)若𝑟𝑎𝑛𝑓 = 𝐵，则称𝑓 : 𝐴 → 𝐵是满射

• (2)若∀𝑦 ∈ 𝑟𝑎𝑛𝑓都存在唯一的𝑥 ∈ 𝐴, 𝑠.𝑡.𝑓(𝑥) = 𝑦,称单射

• (3)若𝑓既是单射又是满射，则称为双射

59.

二·公式定理

1.集合运算性质：

• 摩根律：

‣ 𝐴 − (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 − 𝐵) ∩ (𝐴 − 𝐶)
‣ 𝐴 − (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐴 − 𝐶)
‣ ∼ (𝐵 ∪ 𝐶) =∼ 𝐵 ∩ ∼ 𝐶
‣ ∼ (𝐵 ∩ 𝐶) =∼ 𝐵 ∪ ∼ 𝐶

• 补充：

‣ 𝐴 ⊕ 𝐵 = 𝐵 ⊕ 𝐴
‣ (𝐴 ⊕ 𝐵) ⊕ 𝐶 = 𝐴 ⊕ (𝐵 ⊕ 𝐶)
‣ 𝐴 ⊕ 𝐵 = 𝐴 ⊕ 𝐶 ⇒ 𝐵 = 𝐶
‣ 𝐴 ⊕ 𝐴 = ∅
‣ 𝐴 ⊕ ∅ = 𝐴

2.容斥原理：设𝑆有穷集，𝑃1 ∼ 𝑃𝑛是 n条性质。𝑆中任何元素要么具有 P，要么否。令𝐴𝑖表

示𝑆中具有性质𝑃𝑖的元素构成的子集，则𝑆中不具有𝑃1 ∼ 𝑃𝑛的元素个数：|𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … ∪
𝐴𝑛| = |𝑆| − ∑𝑛

𝑖=1|𝐴𝑖| + ∑1≤𝑖<𝑗≤𝑛|𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗| − ∑1≤𝑖<𝑗<𝑘≤𝑛|𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘| + … + (−1)𝑛|𝐴1 ∩
𝐴2 ∩ … ∩ 𝐴𝑛|

3.笛卡尔积性质：无交换，结合律，但有分配律：

• 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶)
• (𝐵 ∪ 𝐶) × 𝐴 = (𝐵 × 𝐴) ∪ (𝐶 × 𝐴)



• 𝐴 × (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) ∩ (𝐴 × 𝐶)
• (𝐵 ∩ 𝐶) × 𝐴 = (𝐵 × 𝐴) ∩ (𝐶 × 𝐴)

证：(1)⊆: ∀ < 𝑥, 𝑦 >∈ 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶), 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 ∪ 𝐶, < 𝑥, 𝑦 >∈ 𝐴 × 𝐵 ∨ < 𝑥, 𝑦 >∈ 𝐴 ×
𝐶, < 𝑥, 𝑦 >∈ (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶);反之亦然，略。

4.关系运算性质：

• 设𝐹是任意二元关系，则

‣ (𝐹−1)−1 = 𝐹
‣ dom 𝐹−1=ran 𝐹,ran 𝐹−1 =dom F

• 设𝐹, 𝐺, 𝐻是任意关系，则

‣ (𝐹⚬𝐺)⚬𝐻 = 𝐹⚬(𝐺⚬𝐻)
‣ (𝐹⚬𝐺)−1 = 𝐺−1⚬𝐹−1

• 设𝑅为𝐴上的关系，则

‣ 𝑅⚬𝐼𝐴 = 𝑅 = 𝐼𝐴⚬𝑅
• 设𝐹, 𝐺, 𝐻为任意关系，则

‣ 𝐹⚬(𝐺 ∪ 𝐻) = 𝐹⚬𝐺 ∪ 𝐹⚬𝐻
‣ (𝐺 ∪ 𝐻)⚬𝐹 = 𝐺⚬𝐹 ∪ 𝐻⚬𝐹
‣ 𝐹⚬(𝐺 ∩ 𝐻) ⊆ 𝐹⚬𝐺 ∩ 𝐹⚬𝐻
‣ (𝐺 ∩ 𝐻)⚬𝐹 ⊆ 𝐺⚬𝐹 ∩ 𝐻⚬𝐹
‣ 可以推广

• 设𝐹为关系，𝐴, 𝐵为集合，则

‣ 𝐹 ↾ (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝐹 ↾ 𝐴 ∪ 𝐹 ↾ 𝐵
‣ 𝐹[𝐴 ∪ 𝐵] = 𝐹[𝐴] ∪ 𝐹 [𝐵]
‣ 𝐹 ↾ (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐹 ↾ 𝐴 ∩ 𝐹 ↾ 𝐵
‣ 𝐹[𝐴 ∩ 𝐵] ⊆ 𝐹[𝐴] ∩ 𝐹[𝐵]

5.设𝐴为𝑛元集，𝑅是𝐴上的关系，则存在不相等的自然数𝑠, 𝑡，使得𝑅𝑠 = 𝑅𝑡(抽屉原理)

6.设𝑅为𝐴上的关系，𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁，则

• 𝑅𝑚⚬𝑅𝑛 = 𝑅𝑚+𝑛

• (𝑅𝑚)𝑛 = 𝑅𝑚𝑛

证：（1）∀𝑚 ∈ 𝑁,，对𝑛用归纳法，若𝑛 = 0, 𝑅𝑚⚬𝑅0 = 𝑅𝑚+0;假设𝑅𝑚⚬𝑅𝑛 = 𝑅𝑚+𝑛,则
𝑅𝑚⚬𝑅𝑛+1 = 𝑅𝑚⚬(𝑅𝑛⚬𝑅) = 𝑅𝑚+𝑛⚬𝑅 = 𝑅𝑚+𝑛+1,归纳总结可得

（2）同理

7.设𝑅是𝐴上的关系，若存在自然数𝑠, 𝑡, 𝑠 < 𝑡, 𝑠.𝑡.𝑅𝑠 = 𝑅𝑡，则

• ∀𝑘 ∈ 𝑁, 𝑅𝑠+𝑘 = 𝑅𝑡+𝑘

• ∀𝑘, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑅𝑠+𝑘𝑝+𝑖 = 𝑅𝑠+𝑖, 𝑝 = 𝑡 − 𝑠
• 令𝑆 = {𝑅0, 𝑅1, …, 𝑅𝑡−1}，则∀𝑞 ∈ 𝑁, 𝑅𝑞 ∈ 𝑆

8.集合性质的充要条件 设𝑅为𝐴上的关系，则：

•（1）𝑅在𝐴上自反⇔ 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅
•（2）𝑅在𝐴上反自反⇔ 𝐼𝐴 ∩ 𝑅 = ∅
•（3）𝑅在𝐴上对称⇔ 𝑅 = 𝑅−1

•（4）𝑅在𝐴上反对称⇔ 𝑅−1 ∩ 𝑅 ⊆ 𝐼𝐴
•（5）𝑅在𝐴上传递⇔ 𝑅⚬𝑅 ⊆ 𝑅

9.关系性质与关系矩阵与关系图



10.关系性质与运算之间关系

11.构造闭包的方法：设𝑅为𝐴上的关系，则有

• (1)𝑟(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅0

• (2)𝑠(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅−1

• (3)𝑡(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅2 ∪ 𝑅3 ∪ …

证：

• (1)𝐼𝐴 ⊆ 𝑟(𝑅); 𝑅 ⊆ 𝑟(𝑅);又有𝑅 ⊆ 𝑅″, 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅″, ∀ < 𝑥, 𝑦 >∈ 𝑅 ∪ 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅″ ∪ 𝑅″ = 𝑅″，从

而𝑟(𝑅) ⊆ 𝑅″

• (2)

• (3)

‣ 证𝑅 ∪ 𝑅2 ∪ … ⊆ 𝑡(𝑅) ⇔ ∀𝑛, 𝑅𝑛 ⊆ 𝑡(𝑅) :归纳法，𝑛 = 1,由闭包的包含性，𝑅 ⊆ 𝑡(𝑅);假
设𝑅𝑘 ⊆ 𝑡(𝑅), ∀(𝑥, 𝑧) ∈ 𝑅𝑘+1 = 𝑅𝑘⚬𝑅, ∃𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑘, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑡(𝑅), (𝑦, 𝑧) ∈
𝑡(𝑅), (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑡(𝑅)，得证

‣ 证𝑡(𝑅) ⊆ 𝑅 ∪ 𝑅2 ∪ 𝑅3 ∪ … = 𝑆，只需证𝑆是包含𝑅的传递关系，只需证𝑆传递，

∀(𝑥, 𝑦) ∧ (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆,必有(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑚, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅𝑛，则(𝑥, 𝑧) ∈ 𝑅𝑚+𝑛 ⊆ 𝑆，得证

【推论】设𝑅为有穷集上的关系，则∃𝑟 ∈ 𝑁+, 𝑠.𝑡.𝑡(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅2 ∪ 𝑅3 ∪ … ∪ 𝑅𝑟



12.沃舍尔算法：考虑𝑛 + 1个矩阵序列𝑀0, 𝑀1, …, 𝑀𝑛, 𝑀𝑘[𝑖, 𝑗] = 1 ⇔ 𝑅的关系图中存在一

条𝑥𝑖 → 𝑥𝑗的路径，且这条路径除端点外中间只经过{𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘}中的顶点。则𝑀0, 𝑀𝑛各是

𝑅, 𝑡(𝑅)的关系矩阵

若已知𝑀𝑘, 𝑀𝑘+1[𝑖, 𝑗] = 1 ⇔ 𝑀𝑘[𝑖, 𝑗] = 1 ∨ (𝑀𝑘[𝑖, 𝑘 + 1] = 1 ∧ 𝑀𝑘[𝑘 + 1, 𝑗] = 1) / 𝑀𝑘[𝑖, 𝑗] +
𝑀𝑘[𝑖, 𝑘 + 1] ∗ 𝑀𝑘[𝑘 + 1, 𝑗] = 1

13.闭包的性质：

• (1)设𝑅是非空集合𝐴上的关系，则𝑅是自反/对称/传递⇔r/s/t(R)=R

• (2)设𝑅1, 𝑅2是非空集合𝐴上的关系，且𝑅1 ⊆ 𝑅2，则𝑥(𝑅1) ⊆ 𝑥(𝑅2), 𝑥 = 𝑟 ∨ 𝑠 ∨ 𝑡
• (3)设𝑅是非空集合𝐴上的关系，则

‣ (a)若𝑅自反，𝑠(𝑅), 𝑡(𝑅)自反

‣ (b)若𝑅对称，𝑟(𝑅), 𝑡(𝑅)对称

‣ (c)若𝑅传递，𝑟(𝑅)传递

14.等价关系的性质：设𝑅是非空集合𝐴上的等价关系，则

• (1)∀𝑥 ∈ 𝐴, [𝑥]是𝐴的非空子集

• (2)∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴，若𝑥𝑅𝑦,则[𝑥] = [𝑦]
• (3)∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴，若𝑥/𝑅𝑦，则[𝑥] ∩ [𝑦] = ∅
• (4)∪ {[𝑥]|𝑥 ∈ 𝐴} = 𝐴

15.若|𝐴| = 𝑚, |𝐵| = 𝑛,则
• |𝐵𝐴| = 𝑛𝑚

• 双射函数𝑛!
• 单射函数𝑃(𝑛, 𝑚)
• 单调增函数

• 满射函数∑𝑚
𝑟=0 (−1)𝑟𝐶𝑟

𝑚(𝑚 − 𝑟)𝑛

16.

三·精选例题

1.证明：𝐴 − (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 − 𝐵) ∩ (𝐴 − 𝐶)

证：⊆: ∀𝑥 ∈ 𝐴 − (𝐵 ∪ 𝐶), 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝐵 ∪ 𝐶, 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ∉ 𝐵, 𝑥 ∉ 𝐶, 𝑥 ∈ 𝐴 − 𝐵 ∧ 𝑥 ∈ 𝐴 −
𝐶, 𝑥 ∈ (𝐴 − 𝐵) ∩ (𝐴 − 𝐶)
⊇翻过即可

2.证：已知其余定律，证明𝐴 ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐴

证：𝐴 ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = (𝐴 ∩ 𝐸) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐸) = 𝐴

3.证：𝐴 ⊕ 𝐵 = 𝐴 ⊕ 𝐶 ⇒ 𝐵 = 𝐶

证：𝐴 ⊕ (𝐴 ⊕ 𝐵) = 𝐴 ⊕ (𝐴 ⊕ 𝐶), (𝐴 ⊕ 𝐴) ⊕ 𝐵 = (𝐴 ⊕ 𝐴) ⊕ 𝐶, ∅ ⊕ 𝐵 = ∅ ⊕ 𝐶，得证

4.求1 ∼ 1000之间同时不能被 5，6，8整除的数的个数

解：画韦恩图

|𝐴| = [1000
5 ] = 200, |𝐵| = [1000

6 ] = 166, |𝐶| = [1000
8 ] = 125, |𝐴 ∩ 𝐵| = [ 1000

lcm(5,6)] = 33, |𝐴 ∩
𝐶| = [ 1000

lcm(5,8) = 25], |𝐵 ∩ 𝐶| = [ 1000
lcm(6,8) = 41], |𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶| = [ 1000

lcm(5,6,8)] = 8



故结果为 600

5.证明：错排数𝐷𝑛 = 𝑛![1 − 1
1! + 1

2! − … + (−1)𝑛 1
𝑛!]

证：设𝑆为{1, 2, …, 𝑛}的排列集合，𝑃𝑖是其中𝑖处在排列中的第𝑖位的性质，𝐴𝑖是𝑆中具有性质

𝑃𝑖的排列集合，𝑖 = 1, 2, …, 𝑛。错排数𝐷𝑛就是𝑆中不具有以上任一性质的排列数，显然

|𝑆| = 𝑛!
|𝐴𝑖| = (𝑛 − 1)!

|𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗| = (𝑛 − 2)!

|𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘| = (𝑛 − 3)!
…

|𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ … ∩ 𝐴𝑛| = 0! = 1

𝐷𝑛 = |𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ … ∩ 𝐴𝑛|

= 𝑛! − 𝐶1
𝑛(𝑛 − 1)! + 𝐶2

𝑛(𝑛 − 2)! − … + (−1)𝑛𝐶𝑛
𝑛 0!

= 𝑛![1 − 1
1!

+ 1
2!

− … + (−1)𝑛 1
𝑛!

]

6.判断：

• (1)若𝐴 × 𝐵 = 𝐴 × 𝐶则𝐵 = 𝐶
• (2)𝐴 − (𝐵 × 𝐶) = (𝐴 − 𝐵) × (𝐴 − 𝐶)

解：(1)错误，反例：𝐴 = ∅, 𝐵 = {1}, 𝐶 = {2}
(2)错误，反例：𝐴 = 𝐵 = {1}, 𝐶 = {2}

7.设𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑅 = {< 𝑎, 𝑏 >, < 𝑏, 𝑎 >, < 𝑏, 𝑐 >, < 𝑐, 𝑑 >}，求𝑅的各次幂，分别用矩阵

和关系图表示

解：因为𝑅的关系矩阵

𝑀 =

(
((
((
((

0
1
0
0

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0)
))
))
))

，故𝑅2, 𝑅3, 𝑅4的关系矩阵分别是



𝑀2 =

(
((
((
((

1
0
0
0

0
1
0
0

1
0
0
0

0
1
0
0)
))
))
))

, 𝑀3 =

(
((
((
((

0
1
0
0

1
0
0
0

0
1
0
0

1
0
0
0)
))
))
))

, 𝑀4 =

(
((
((
((

1
0
0
0

0
1
0
0

1
0
0
0

0
1
0
0)
))
))
))

注意到𝑅4 = 𝑅2,，由此有𝑅2 = 𝑅4 = …, 𝑅3 = 𝑅5 = …，而𝑅0 = 𝐼𝐴，至此，各次幂的关系矩

阵均得到

关系图表示如下

8.设𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑑, 𝑒, 𝑓}, 𝑅 = {< 𝑎, 𝑏 >, < 𝑏, 𝑎 >, < 𝑑, 𝑒 >, < 𝑒, 𝑓 >, < 𝑓, 𝑑 >}，求出最小自然

数𝑚, 𝑛, 𝑠.𝑡.𝑚 < 𝑛 ∧ 𝑅𝑚 = 𝑅𝑛

解：由𝑅定义可看出𝐴中的元素可分为两组，{𝑎, 𝑏}, {𝑑, 𝑒, 𝑓}，他们在𝑅的右复合运算下有如

下变化规律：

𝑎 → 𝑏 → 𝑎 → 𝑏 → …
𝑑 → 𝑒 → 𝑓 → 𝑑 → 𝑒 → 𝑓 → …

取最小公倍数 6，可得𝑚 = 0, 𝑛 = 6

9.设𝐴是集合，𝑅1, 𝑅2是𝐴上的关系，证：

•（1）若𝑅1, 𝑅2是自反和对称的，则𝑅1 ∪ 𝑅2也是自反和对称的

•（2）若𝑅1, 𝑅2是传递的，则𝑅1 ∩ 𝑅2也是传递的

证：(1)由题得𝐼𝐴 ⊆ 𝑅1, 𝑅2; 𝑅1 = 𝑅−1
1 , 𝑅2 = 𝑅−1

2 ; 则

𝐼𝐴 ⊆ 𝑅1 ∪ 𝑅2

是显然的； 要证(𝑅1 ∪ 𝑅2)
−1 = 𝑅1 ∪ 𝑅2,只需证(𝑅1 ∪ 𝑅2)

−1 = 𝑅−1
1 ∪ 𝑅−1

2  若

(𝑥, 𝑦)∈ (𝑅1 ∪ 𝑅2)
−1，则(𝑦, 𝑥) ∈ (𝑅1 ∪ 𝑅2)，则(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅1 ∨ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅2，则(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅−1

1 ∨
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅−1

2 ，则(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅−1
1 ∪ 𝑅−1

2 ；若(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅−1
1 ∪ 𝑅−1

2 ，则(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅1 ∨ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅2，

则(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅1 ∪ 𝑅2，则(𝑥, 𝑦) ∈ (𝑅1 ∪ 𝑅2)
−1，得证

(2) 法一：假设(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑅1 ∩ 𝑅2,则(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑅1 ∧ (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑅2则(𝑎, 𝑐) ∈ 𝑅1 ∧
(𝑎, 𝑐) ∈ 𝑅2, (𝑎, 𝑐) ∈ 𝑅1 ∩ 𝑅2,得证



法二：由题得(𝑅1⚬𝑅1) ⊆ 𝑅1, (𝑅2⚬𝑅2) ⊆ 𝑅2,则(𝑅1 ∩ 𝑅2)⚬(𝑅1 ∩ 𝑅2) ⊆ [𝑅1⚬𝑅1 ∩ 𝑅1⚬𝑅2 ∩
𝑅2⚬𝑅1 ∩ 𝑅2⚬𝑅2] ⊆ 𝑅1 ∩ 𝑅2 ∩ 𝑅2⚬𝑅1 ∩ 𝑅1⚬𝑅2 ⊆ 𝑅1 ∩ 𝑅2

10.

解：

• (a)对称性

• (b)反自反性，反对称性，传递性

• (c)自反性，反对称性

11.

12.



13.

14.



四·课后作业

1.4 设 F 表示一年级大学生的集合，S表示二年级大学生的集合，M 表示数学专业学生的集

合，R表示计算机 专业学生的集合，T 表示选修离散数学课程学生的集合，G表示星期一晚

上参加音乐会的学生的集合，H表 示星期一晚上很迟才睡觉的学生的集合．下列句子所对

应的集合表达式分别是什么?请从备选的答案中挑出来

(1)所有计算机专业二年级的学生在选修离散数学课程

(2)这些且只有这些选修离散数学课程的学生或者星期一晚上去听音乐会的学生在星期一晚

上很迟才睡 觉

(3)选修离散数学课程的学生都没参加星期一晚上的音乐会

(4)这个音乐会只有大学一、二年级的学生参加

(5)除去数学专业和计算机专业以外的二年级学生都去参加了音乐会

备选答案：

• 1.𝑇 ⊆ 𝐺 ∪ 𝐻 2.𝐺 ∪ 𝐻 ⊆ 𝑇 3.𝑆 ∩ 𝑅 ⊆ 𝑇
• 4.𝐻 = 𝐺 ∪ 𝑇 5.𝑇 ∩ 𝐺 = ∅ 6.𝐹 ∪ 𝑆 ⊆ 𝐺
• 7.𝐺 ⊆ 𝐹 ∪ 𝑆 8.𝑆 − (𝑅 ∪ 𝑀) ⊆ 𝐺 9.𝐺 ⊆ 𝑆 − (𝑅 ∩ 𝑀)

解：(1) 3

(2) 4

(3) 5

(4) 7

(5) 8

1.5 判断下列陈述是否正确

(1)∅ ⊆ ∅
(2)∅ ∈ ∅
(3)∅ ⊆ {∅}
(4)∅ ∈ {∅}



(5){𝑎, 𝑏} ⊆ {𝑎, 𝑏, 𝑐, {𝑎, 𝑏, 𝑐}}
(6){𝑎, 𝑏} ∈ {𝑎, 𝑏, 𝑐, {𝑎, 𝑏}}
(7){𝑎, 𝑏} ⊆ {𝑎, 𝑏, {{𝑎, 𝑏}}}
(8){𝑎, 𝑏} ∈ {𝑎, 𝑏, {{𝑎, 𝑏}}}

解：(1)✓
(2)✗
(3)✓
(4)✓
(5)✓
(6)✓
(7)✓
(8)✗

1.16 设集族𝒜 = {{1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {∅}},计算下列各式

(1)∪ 𝒜
(2)∩ 𝒜

解：(1)∪ 𝒜 = {1, 2} ∪ {2, 3} ∪ {1, 3} ∪ ∅ = {1, 2, 3}
(2)∩ 𝒜 = {1, 2} ∩ {2, 3} ∩ {1, 3} ∩ ∅ = ∅

1.38 设全集𝐸为𝑛元集，按照某种给定顺序排列𝐸 = {𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛}。在计算机中可以用长

为𝑛的 0，1串表示𝐸的子集。令𝑚元子集𝐴 = {𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

, …, 𝑥𝑖𝑚
}，则𝐴所对应的 0-1 串为

𝑗1𝑗2…𝑗𝑛，其中𝑗𝑘 = {1   𝑘=𝑖1，𝑖2，…，𝑖𝑚
0   否则  例如，设𝐸 = {1, 2, …, 8}，则𝐴 = {1, 2, 5, 6}, 𝐵 =

{3, 7}对应的 0-1 串分别为 11001100,00100010。
(1)设𝐴对应的 0-1 串分别为 10110010，则∼ 𝐴对应的 0-1 串是什么

(2)设𝐴, 𝐵对应的 0-1 串分别为𝑖1𝑖2…𝑖𝑛, 𝑗1𝑗2…𝑗𝑛，且𝐴 ∪ 𝐵, 𝐴 ∩ 𝐵, 𝐴 − 𝐵, 𝐴 ⊕ 𝐵对应的 0-1

串分别为𝑎1𝑎2…𝑎𝑛, 𝑏1𝑏2…𝑏𝑛, 𝑐1𝑐2…𝑐𝑛, 𝑑1, 𝑑2…𝑑𝑛，求𝑎𝑘, 𝑏𝑘, 𝑐𝑘, 𝑑𝑘, 𝑘 = 1, 2…𝑛

解：(1)01001101
(2)容易看出，𝑎𝑘 = {1   𝑖𝑘+𝑗𝑘≠0

0   否则  𝑏𝑘 = {1   𝑖𝑘⋅𝑗𝑘≠0
0   否则  𝑐𝑘 = {1   𝑖𝑘⋅(1−𝑗𝑘)≠0

0   否则
由于𝐴 ⊕ 𝐵 = (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴),设𝐵 − 𝐴的对应 0-1 串为𝑒1𝑒2…𝑒𝑘, 则 𝑒𝑘 = {1   (1−𝑖𝑘)⋅𝑗𝑘≠0

0   否则
那么只有当𝑐𝑘, 𝑒𝑘都为 0，𝑑𝑘才= 0，也就是𝑖𝑘(1 − 𝑗𝑘) = 0 ∧ (1 − 𝑖𝑘)𝑗𝑘 = 0，即{𝑖𝑘=0

𝑗𝑘=0或{𝑖𝑘=1
𝑗𝑘=1

故𝑑𝑘 = {1   𝑖𝑘+𝑗𝑘=1
0   否则

1.40 设𝒜 = {{∅}, {{∅}}},计算

(1)𝑃(𝒜)
(2)𝑃(∪ 𝒜)
(3)∪ 𝑃(𝒜)

解：(1)𝑃(𝒜) = {∅, {∅}, {{∅}}, {{∅}, {{∅}}}}
(2)∪ 𝒜 = {∅, {∅}}, 𝑃 (∪ 𝒜) = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}
(3)∪ 𝑃(𝒜) = {{∅}, {{∅}}}

1.45 在1 ∼ 300之间的整数中分别求满足以下条件的整数个数

(1)同时能被 3，5，7整除

(2)不能被 3，5，7整除

(3)可被 3整除，不可被 5，7整除



(4)可被 3，5整除，不可被 7整除

(5)只被 3，5，7之中的一个数整数

解：画出 venn 图，设被 3，5，7整除的数分别为集合𝐴, 𝐵, 𝐶
|𝐴| = [300

3 ] = 100

|𝐵| = [300
5 ] = 60

|𝐶| = [300
7 ] = 42

|𝐴 ∧ 𝐵| = [ 300
lcm(3,5)] = 20

|𝐴 ∧ 𝐶| = [ 300
lcm(3,7)] = 14

|𝐵 ∧ 𝐶| = [ 300
lcm(5,7)] = 8

|𝐴 ∧ 𝐵 ∧ 𝐶| = [ 300
lcm(3,5,7)] = 2

68

34 22

18 12

6

2

(1)2

(2)138

(3)68

(4)18

(5)124

2.10 给定𝑍+上的关系𝑅, 𝑆 : ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍+

𝑥𝑅𝑦 ⇔ 𝑥|𝑦
𝑥𝑆𝑦 ⇔ 5𝑥 ≤ 𝑦

对于下面的小题，确定哪些有序对属于给定的关系

(1)𝑅 ∪ 𝑆; < 2, 6 >, < 3, 17 >, < 2, 1 >, < 0, 0 >
(2)𝑅 ∩ 𝑆; < 3, 6 >, < 1, 2 >, < 2, 12 >
(3)∼ 𝑅, < 1, 5 >, < 2, 8 >, < 3, 15 >

解：(1)< 2, 6 >, < 3, 17 >, < 0, 0 >
(2)< 2, 12 >
(3)没有

2.16 设𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}，𝑅1, 𝑅2为𝐴上的关系，其中



𝑅1 = {< 𝑎, 𝑎 >, < 𝑎, 𝑏 >, < 𝑏, 𝑑 >}
𝑅2 = {< 𝑎, 𝑑 >, < 𝑏, 𝑐 >, < 𝑏, 𝑑 >, < 𝑐, 𝑏 >}

求𝑅1⚬𝑅2, 𝑅2⚬𝑅1, 𝑅2
1, 𝑅3

2

解：(1){< 𝑎, 𝑑 >, < 𝑎, 𝑐 >, < 𝑎, 𝑑 >}
(2){< 𝑐, 𝑑 >}
(3){< 𝑎, 𝑎 >, < 𝑎, 𝑏 >, < 𝑎, 𝑑 >}
(4)𝑅2

2 = {< 𝑏, 𝑏 >, < 𝑐, 𝑐 >, < 𝑐, 𝑑 >}
𝑅3

2 = {< 𝑏, 𝑐 >, < 𝑏, 𝑑 >, < 𝑐, 𝑏 >}

2.26 设𝐴 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 𝑅为𝐴上的关系，𝑅的关系图如图

• (1)求𝑅2, 𝑅3的集合表达式

• (2)求𝑟(𝑅), 𝑠(𝑅), 𝑡(𝑅)

解：

• (1)由图知𝑅 = {< 1, 3 >, < 1, 5 >, < 2, 5 >, < 3, 3 >, < 4, 5 >},则𝑅2 = {< 1, 3 >, <
3, 3 >}, 𝑅3 = {< 1, 3 >, < 3, 3 >}

• (2)

‣ 𝑟(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅0 = {< 1, 3 >, < 1, 5 >, < 2, 5 >, < 3, 3 >, < 4, 5 >, < 1, 1 >, < 2, 2 >, <
4, 4 >, < 5, 5 >}

‣ 𝑠(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅−1 = {< 1, 3 >, < 1, 5 >, < 2, 5 >, < 3, 3 >, < 4, 5 >, < 3, 1 >, < 5, 1 >, <
5, 2 >, < 5, 4 >}

‣ 由于𝑅2 = 𝑅3,𝑡(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅2 = 𝑅 = {< 1, 3 >, < 1, 5 >, < 2, 5 >, < 3, 3 >, < 4, 5 >}

2.31 设𝐴 = {1, 2, 3, 4}, 𝑅是𝐴上的等价关系，且𝑅在𝐴上所构成的等价类{1}, {2, 3, 4}
• (1)求𝑅
• (2)求𝑅⚬𝑅−1

• (3)求𝑅的传递闭包

解：

• (1)根据等价关系与等价类的对应关系：

‣ 等价类内的元素彼此等价（满足对称性和传递性），且每个元素与自身等价（自反性）

‣ 不同等价类的元素之间没有关系。

‣ 因此，{1} ↔ {< 1, 1 >}, {2, 3, 4} ↔ {< 2, 2 >, < 2, 3 >, < 2, 4 >, < 3, 2 >, < 3, 3 >, <
3, 4 >, < 4, 2 >, < 4, 3 >, < 4, 4 >}

‣ 𝑅 = {< 1, 1 >, < 2, 2 >, < 2, 3 >, < 2, 4 >, < 3, 2 >, < 3, 3 >, < 3, 4 >, < 4, 2 >, < 4, 3 >
, < 4, 4 >}



• (2)𝑅−1 = 𝑅, 𝑅2 = {< 1, 1 >, < 2, 2 >, < 2, 3 >, < 2, 4 >, < 3, 2 >, < 3, 3 >, < 3, 4 >, <
4, 2 >, < 4, 3 >, < 4, 4 >} = 𝑅

• (3)𝑡(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅2 ∪ … = 𝑅 = {< 1, 1 >, < 2, 2 >, < 2, 3 >, < 2, 4 >, < 3, 2 >, < 3, 3 >, <
3, 4 >, < 4, 2 >, < 4, 3 >, < 4, 4 >}

2.36 设𝐴 = {1, 2, 3, 4}, ∀ < 𝑢, 𝑣 >, < 𝑥, 𝑦 >∈ 𝐴 × 𝐴, < 𝑢, 𝑣 > 𝑅 < 𝑥, 𝑦 >⇔ 𝑢 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑣
• (1)证𝑅是𝐴 × 𝐴上的等价关系

• (2)确定由𝑅引起的对𝐴 × 𝐴的划分

解：

• (1)

‣ 自反：∀ < 𝑎, 𝑏 >∈ 𝐴,由于𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎, ≪ 𝑎, 𝑏 >, < 𝑎, 𝑏 ≫∈ 𝑅,为自反关系

‣ 对称：∀ ≪ 𝑎, 𝑏 >, < 𝑐, 𝑑 ≫∈ 𝑅,则𝑎 + 𝑑 = 𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑏 = 𝑑 + 𝑎,则≪ 𝑐, 𝑑 >, < 𝑎, 𝑏 ≫∈ 𝑅,

为对称关系

‣ 传递：∀ ≪ 𝑎, 𝑏 >, < 𝑐, 𝑑 ≫, ≪ 𝑐, 𝑑 >, < 𝑒, 𝑓 ≫∈ 𝑅, 𝑎 − 𝑏 = 𝑐 − 𝑑, 𝑐 − 𝑑 = 𝑒 − 𝑓, 𝑎 −
𝑏 = 𝑒 − 𝑓, ≪ 𝑎, 𝑏 >, < 𝑒, 𝑓 ≫∈ 𝑅为对称关系

• (2)𝐴 × 𝐴 = {< 1, 1 >, < 1, 2 >, < 1, 3 >, < 1, 4 >, < 2, 1 >, < 2, 2 >, < 2, 3 >, < 2, 4 >, <
3, 1 >, < 3, 2 >, < 3, 3 >, < 3, 4 >, < 4, 1 >, < 4, 2 >, < 4, 3 >, < 4, 4 >},则划分为{{<
1, 1 >, < 2, 2 >, < 3, 3 >, < 4, 4 >}, {< 1, 2 >, < 2, 3 >, < 3, 4 >}, {< 1, 3 >, < 2, 4 >}, {<
1, 4 >}, {< 2, 1 >, < 3, 2 >, < 4, 3 >}, {< 3, 1 >, < 4, 2 >}, {< 4, 1 >}}

2.46 分别画出下列各偏序集< 𝐴, 𝑅≼ >的哈斯图，并找出𝐴的极大元，极小元，最大元和最

小元

• (1)𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓}, 𝑅≼ = {< 𝑎, 𝑑 >, < 𝑎, 𝑐 >, < 𝑎, 𝑏 >, < 𝑎, 𝑒 >, < 𝑏, 𝑒 >, < 𝑐, 𝑒 >, <
𝑑, 𝑒 >} ∪ 𝐼𝐴

• (2)𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}, 𝑅≼ = {< 𝑐, 𝑑 >} ∪ 𝐼𝐴

解：

• (1)

‣ 首先剥离自反关系𝐼𝐴，剩余非自反关系为：{< 𝑎, 𝑑 >, < 𝑎, 𝑐 >, < 𝑎, 𝑏 >, < 𝑎, 𝑒 >, <
𝑏, 𝑒 >, < 𝑐, 𝑒 >, < 𝑑, 𝑒 >}

‣ 根据传递性省略间接边𝑎 → 𝑒：𝑎 → 𝑑, 𝑎 → 𝑐, 𝑎 → 𝑏, 𝑏 → 𝑒, 𝑐 → 𝑒, 𝑑 → 𝑒
‣ 极大：𝐸, 𝐹
‣ 极小：𝐴, 𝐹
‣ 最大：无

‣ 最小：无



• (2)

‣ 首先剥离自反关系：{< 𝑐, 𝑑 >}
‣ 极大：𝐴, 𝐵, 𝐷, 𝐸
‣ 极小：𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐸
‣ 最大：无

‣ 最小：无

2.49 设< 𝐴, 𝑅 >为偏序集，在𝐴上定义新的关系𝑆如下：∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥𝑆𝑦 = 𝑦𝑅𝑥，称𝑆为𝑅的

对偶关系

• (1)证：𝑆也是𝐴上的偏序关系

• (2)若𝑅是整数集合上的小于等于关系，那么𝑆是什么关系？若𝑅是正整数集合上的整除关

系，那么𝑆是什么关系？

• (3)偏序集< 𝐴, 𝑅 >和< 𝐴, 𝑆 >中的极大极小最大最小元之间的关系

解：

• (1)因为𝑅是偏序关系，故满足自反性，反对称性，传递性

‣ ∀𝑥 ∈ 𝐴, < 𝑥, 𝑥 >∈ 𝑅,又𝑥𝑆𝑦 = 𝑦𝑅𝑥, < 𝑥, 𝑥 >∈ 𝑆，𝑆自反

‣ ∀ < 𝑥, 𝑦 >∈ 𝑅 ∧ < 𝑦, 𝑥 >∈ 𝑅, 𝑥 = 𝑦,又𝑥𝑆𝑦 = 𝑦𝑅𝑥, ∀ < 𝑦, 𝑥 >∈ 𝑆 ∈< 𝑥, 𝑦 >∈ 𝑆, 𝑥 =
𝑦，𝑆反对称

‣ ∀ < 𝑥, 𝑦 >, < 𝑦, 𝑧 >∈ 𝑅, < 𝑥, 𝑧 >∈ 𝑅,又𝑥𝑆𝑦 = 𝑦𝑅𝑥,则∀ < 𝑦, 𝑥 >, < 𝑧, 𝑦 >∈ 𝑆, <
𝑧, 𝑥 >∈ 𝑆，𝑆传递

‣ 则𝑆偏序关系

• (2)

‣ 𝑥𝑅𝑦 ⇔ 𝑥 ≼ 𝑦 ⇔ 𝑦𝑆𝑥 ⇔ 𝑦 ≼ 𝑥，故为大于等于关系

‣ 𝑥𝑅𝑦 ⇔ 𝑥 | 𝑦 ⇔ 𝑦𝑆𝑥 ⇔ 𝑦 | 𝑥，故为被整除

• (3)同理，相当于交换𝑥, 𝑦,故𝑅中极大，极小，最大，最小分别对应𝑆中极小，极大，最

小，最大

3.5 设𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑌 = {1, 2, 3}, 𝑓 = {< 𝑎, 1 >, < 𝑏, 2 >, < 𝑐, 3 >}，判断下列陈述是否

正确

• (1)𝑓是从𝑋到𝑌 的二元关系，但不是𝑋到𝑌 的函数

• (2)𝑓是从𝑋到𝑌 的函数，但不是满射，单射

• (3)𝑓是从𝑋到𝑌 的满射，但不是单射

• (4)𝑓是从𝑋到𝑌 的双射

解：𝑓中没有把𝑋中的元素射完，故不是映射，当然也不是函数



• (1)✓
• (2)✗
• (3)✗
• (4)✗

3.12 设𝑓 : 𝑆 → 𝑇 , 𝐴, 𝐵都是𝑆的子集，证：

• (1)𝑓(𝐴 ∩ 𝐵) ⊆ 𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵)
• (2)举出反例𝑓(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵)为何不是永远成立

• (3)说明对于什么函数上述等号成立

解：

• (1)∀𝑦 ∈ 𝑓(𝐴 ∩ 𝐵), ∃𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵, 𝑠.𝑡.𝑓(𝑥) = 𝑦, 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝐵,故𝑥 ∈ 𝑓(𝐴) ∧ 𝑥 ∈ 𝑓(𝐵), 𝑓(𝐴 ∩
𝐵) ⊆ 𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵)

• (2)𝐴 = {1}, 𝐵 = {2}, 𝑓(1) = 𝑓(2) = 1
• (3)单射

3.14 设𝑆为集合，𝐴, 𝐵是𝑆的子集，𝜒𝑋表示𝑋的特征函数，且𝜒𝐴 = {< 𝑎, 1 >, < 𝑏, 1 >, <
𝑐, 0 >, < 𝑑, 0 >}, 𝜒𝐵 = {< 𝑎, 0 >, < 𝑏, 1 >, < 𝑐, 0 >, < 𝑑, 1 >}，求𝜒𝐴∩𝐵

解：

• 由题得𝑆 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 − 𝐴; 𝑏, 𝑑 ∈ 𝐵, 𝑎, 𝑐 ∈ 𝑆 − 𝐵, 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑏, 𝜒𝐴∩𝐵 = {<
𝑎, 0 >, < 𝑏, 1 >, < 𝑐, 0 >, < 𝑑, 0 >}
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